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Abstract

Chaque histoire personnelle de I’apprentissage des fractions commence tdt, avec les
premiéres expériences concrétes de partage. Elle se poursuit longtemps, jusqu’a I’ acquisi-
tion du concept de nombre, en passant par la découverte de diverses facettes des fractions
et des opérations.

Le Groupe d’Enseignement Mathématique (GEM) a proposé de revivre en quatre ate-
liers quelques-unes de ces étapes pour réfléchir a leurs enjeux épistémologiques. Ceux-ci
se relient les uns aux autres de maniére complexe. Cette quadruple intervention a précisé-
ment pour intérét de permettre sur une notion — en I’occurrence les fractions — un regard
d’ensemble depuis les balbutiements jusqu’a une pleine maturité. Il est significatif de sur-
voler d’un seul coup un chemin aussi long.

Les quatre expos€s ci-aprés présentent chacun une suite de situations-problémes, des
€léments de solutions et quelques commentaires épistémologiques. Chaque séquence pro-
posée est congue pour une recherche dans des classes dont le niveau est précisé ci-dessous.

Nous présentons, en conclusion, une analyse de I’évolution, au fil des quatre exposés,
du concept de fraction et du r6le du contexte.

1. Savants partages (primaire)
Dans ce premier atelier, la manipulation de différents puzzles géométriques fait mirir
le concept de fraction et débouche sur les premiéres opérations sur les fractions.

2. Rapports et proportions (début du secondaire)

Dans cet atelier, les systeémes d’engrenages et de figures semblables offrent 1’ occasion
d’utiliser les fractions en tant que rappots, d’accéder aux écritures littérales et A diverses
opérations sur les fractions.

3. Modeéles pour calculer avec les fractions (fin du secondaire)

Probabilités et phénomenes de croissance exponentielle sont des contextes riches pour
I'usage des fractions. Une occasion est ainsi donnée aux éléves de (re)comprendre les
opérations sur les fractions (mieux vaut tard que jamais) et de progresser dans I'idée qu’ils
se font du nombre.
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4. Des décimaux aux nombres (fin du secondaire - début du supérieur)

Des idées que les étudiants se font des nombres (réels) sont multiples : écritures, points
sur une droite, parfois objets ou résultats de calcul. Des questions sur I’écriture décimale
donnent I’occasion de voir comment ces divers aspects se rejoignent ou divergent et de
cerner un peu mieux ce que sont les nombres réels.
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1. Savants partages' : Puzzles de fractions

1 Introduction

Nous avons initi€ les enfants aux fractions avec les 6 puzzles suivants, de difficulté variable.

.11 1 Lo 11 1
(1) famille g’éetﬁ (2) famille —5-,1—Oet-2—0

|

. 11 1 o111 1
(3) famille 7% et %5 (4) famille 7516 et %
1 1 .
forme non conventionnelle pour 1 2 est P'intrus

ICe texte a été rédigé par MARTINE COQUETTE, PATRICIA COUNIOT, MARTINE DE TERWANGNE et ANNE
‘WARNIER.
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L’institutrice invite les enfants a partager leurs réflexions et a améliorer leurs assemblages
par comparaisons. Elle organise les échanges sans jamais donner de solutions.
Pour ne pas handicaper la suite de I’activité, elle vérifie chaque puzzle avant le collage. Elle |
veille a ce que la disposition des piéces soit éclairante pour la recherche des noms de fractions.
Il'y a en outre beaucoup de découvertes géométriques.

3 Nommer les pieces

La consigne est la suivante : “Nommez chaque piece de 1’entier par un nom de fraction
c’est-a-dire un nom de morceau. Faites votre recherche individuellement dans un premier
temps.”

Les enfants ne maitrisent pas le mot “fraction”. Celui-ci a été traduit par “morceau”, ce
qui leur rappelle les morceaux, les parts des gdteaux d’anniversaire.

(5) deux familles }, i et i (6) famille 1, l et i Lovs de la mise en commun, une véritable construction collective du savoir prend forme :
5710 20 . 4 16 . un enfant arrive a mettre en mots une explication logique qui convainc le reste de la classe.
11 1 L s; Certains s’en trouvent confirmés dans leurs tdtonnements et d’autres ont enfin une piste qui les
316% 5 les quarts représentés ne peuvent reconstituer ; satisfait.

I'unité par simple assemblage. Suivons pas a pas les stratégies utilisées par les enfants.

Ces 6 puzzles sont travaillés au sein d’une méme classe. L’expérience a déja été vécue aux Premier puzzle : famille 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 et 1/20 (intrus)
divers niveaux de I’école primaire. Dans la suite du texte, nous parlerons du travail réalisé avec D 3
des enfants de 7 ans. Nommons chaque piece. E

Chaque enfant regoit les piéces prédécoupées d’un seul puzzle. A lui de le refaire sans
modele. Ensuite, il nommera chaque piéce par un nom de fraction, la feuille A4 étant I’unité.

Les fractions d'une méme famille sont intéressantes & étudier car elles ont des rapports
simples entre elles, tandis qu’on ne sait quel rapport trouver entre des fractions “prises i la
sauvage” comme 1/3, 1/8, 1/5 ... Plutdt que de se limiter & quelques fractions simples (1/2,
173, 1/4) avec les débutants, nous optons pour I’étude de familles de fractions. :

Comment commencer ? Prendre le A. On voit qu’il va 8 fois dans

I'unité. A vaut donc —;— On peut prendre ensuite le fg rectangu-

laire, B ou C, 1 du huitiéme A. r il

Lactivité se déroule en trois temps :
- reconstituer le puzzle
- rechercher le nom a donner a chaque piéce
! - vérifier les noms de fractions choisis
bt ¢ Les deux premiers temps se vivent consécutivement et prennent ensemble une demi-matinée.
i Le troisiéme temps prend environ 50 minutes pour un puzzle. :

Ensuite, remarquons que D, E et F forment un rectangle et, de plus, que D et F sont ensemble
égales a E. Ces 3 piéces forment donc 2 parts E. On compte combien de fois ces 2 parts vont
ensemble dans 1unité ou dans la demi-unité. On voit, en déplacant mentalement les 3 pieces,
que ces 2 parts E vont 4 fois dans I’unité et donc que la part E y va 8 fois. Donc, la part E vaut
% et les parts D et F valent chacune un demi-huitieme, soit 116' o

Cette activité permet aux enfants de comprendre pourquoi une fraction porte un tel nom et
pas un autre. Ce n’est pas un nom arbitraire.

Une part triangulaire a la méme valeur qu’une part rectangulaire | Deux formes différentes
peuvent avoir la méme dire ou représenter la méme fraction de la méme unité. C’est un choc
pour certains enfants.

On joue avec double et moitié. W

Le support provoque le calcul : ces formes ensemble sont égales a celle-la. On additionne i
L et L et on obtient L et non 25 ! Pour certains, ¢’est d’abord faux. . . et puis, ¢’est un “calcul I
avec des morceaux” (différent d’un calcul avec des nombres entiers).

Certlains 1enfamfs expriment spontanément 1/8 sous la forme un demi-quart qu’ils écrivent

2 Reconstituer le puzzle

Llnstitutrice donne la consigne suivante : “La feuille A4, c’est le gateau entier, I'unité. A
vous de reformer le gateau grice a toutes les pi¢ces que vous avez regues. Quand votre puzzle
sera réalisé, il faudra coller chaque pigce et repasser sur les contours pour qu’on puisse les voir
i de loin. Aprés 5 minutes, ceux qui ont des trouvailles a partager avec les autres auront la parole,
mais pour I’instant, cherchez tout seuls.”

Les enfants n’ont pas le modéle de leur puzzle et doivent donc “anticiper” son plan, I'imaginer
dans la téte. Le fait de manipuler les piéces du puzzle plutdt que de les recevoir déja agencées T « , 25 : « ,
aide I’enfant dans ses mouvements mentaux ( trallj'zslatiolr)l, rota?ion. ) mouvementsjqu ’fl utilis- ainsi : § ou 5. Dans ce cas, “quart “estune nouvelle umte.l {ls ne disent pas "1/2 de /4" Les
era par la suite. C’est pourquoi nous choisissons de donner un puzzle & reconstituer plutét enfants n’éprouvent aucune difficulté a voir I’égalité entre % et . Remarquons que le demi est
qu’un partage dessiné. : la seule fraction qu’on peut utiliser sans “de”.
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Remarquons ensuite qu’on peut regrouper H, I, J, K, L et qu’ensemble ils prennent la méme
place qu’un quart comme M.
1L est donc important d’avoir bien placé les pidces !

3.2 Deuxiéme puzzle : puzzle spécial pour ceux qui “voient loin” en 28M¢ apnée primaire
(174, 1/8, 1/16)

1 — 1 =2 ; premiére soustraction avec une fraction ! R

Retour au sens du nom de la fraction : non seulement i va 4 fois N F
dans 'unité, mais aussi, dans I'unité, il y a quatre quarts ! “J’ai

des quarts. Combien vais-je en manger si je veux manger tout le B

gdteau ?” b

Cest autre chose que de voir combien de Jois un morceau peur aller dans le gdteau et en
conclure que s’il y va 4 fois, c’est 411. De la méme maniére, si 1 = % + %, est-il donc vrai que
1= % ? Ce n’est pas siir pour tous les enfants de cet dage (7 ans). Iis ne pergoivent pas bien les
fractions dont le numérateur est différent de 1. Suivant Pdge des enfants auxquels on s’adresse,
on constatera ou non cette difficulté.

3.3=

4

Les enfants percoivent cette division ainsi : 3 morceaux - 3 = I morceau et non comme la
division d’une fraction par un nombre.

Ils prennent également conscience de I'invariance du quart. Un quart peut prendre des
formes différentes.

Comme les piéces sont inamovibles, il faut faire les transformations mentalement ou les
imaginer & l'aide des mains.

Le role de Uinstitutrice est de faire se rencontrer ceux qui peuvent donner des indices et
ceux qui doivent en recevoir.

Dans ce puzzle, le % est trouvé par % quart parce qu’il est impossible de voir, sans le dé-
couper, qu’il va 8 fois dans le gdteau comme dans le puzzle précédent. Donc, ici, Uunique
chemin pour nommer la piéce F est i 2 2. Ce n'est donc plus la forme de la piéce qui est
importante. Cette complexité ne se retrouvera jamais dans un partage de tarte habituel. Notons
toutefois que c’est la deuxiéme fois dans ce puzzle que les enfants constatent que le quart coupé
en 2 est %; la premiére fois, le report du huitiéme huit Jois dans I'unité était possible.

3.3 Puzzle avec 2 familles (1/5, 1/10, 1/20 et 1/8, 1/16, 1/32)

Les enfants ont des difficultés & retowrner & U'unité de référence. 1
Contrairement & une initiation traditionnelle aux fractions, nous F
attirons, au travers de activité, leur attention sur Uimportance G [Tk

de cette unité de référence.

La stratégie des enfants fait penser au calcul de I’aire du rectan-

gle : on compte combien de fois I'unité d’aire “va” le long de la

largeur. Cette premiére bande étant comptée, on la multiplie par
le nombre de bandes du grand rectangle.
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Dans leur démarche, les enfants miment le report des différentes piéces dans I'unité pour
vérifier les noms des fractions trouvés. Certains “reportent” jusqu’au demi-puzzle puis multi-
plient par 2, d’autres ont besoin d’aller jusqu’a l'unité.

4 Vérification des noms de fraction choisis

Le lendemain, les 3 ou 4 puzzles ayant les mémes piéces sont

exposés au tableau. )

C’est I'occasion pour tous de remarquer qu’une méme fraction |

peut avoir plusieurs noms. Les enfants remarquent a nouveau 4

que des mémes piéces peuvent s’agencer différemment,

Quand il y a une erreur, I’adulte ne tranche pas mais demande une explication, une justifi-
cation convainquante pour le groupe.

Chaque auteur vient justifier sa proposition et la correction s’opere.

Lorsqu’on semble tous d’accord sur les noms des pieces, on procede a la vérification : la
somme des fractions du puzzle vaut-elle bien 1’unité ?

Vérifions-le pour le puzzle (4)

1 1 1 1 1 1 1
T1€+%+%+T16+11‘6+§+§+%+20+250+20+20
1 1 2 =
5 + 5+ 5 +g+‘1'1‘|‘ 2
i + i R S i =
1 —
3 + 3

2 =

2
1 —

On peut faire le lien avec les longues additions d’entiers oi on doit se débrouiller pour
regrouper efficacement.

On écrit le calcul qu’on voit sur le puzzle.

On voit les fractions équivalentes plus qu’on ne les calcule : ainsi B et C recouwjent par-
Jaitement A (soit 2/16 = 1/8). On donne un sens géométrique a I’équivalence des fractions.

Plus on fait de vérifications de puzzles, plus chacun fait ses propres regroupements, avec
ou sans support concret. Certains se sentent préts a ldcher le support, d’autres pas. Il n’y a
pas d’obligation a le faive. Certains aussi restent dans de mauvaises habitudes : pour eux,
1/4+1/4=1/8. La, Uinstitutrice les oblige a retourner au support (envie ou pas !).

1l s’agit d’une phase importante de structuration. Les découvertes individuelAles sz?nt parta.-
gées collectivement et acquiérent le statut de connaissances savantes. Cette vérification se. fait
collectivement pour les 2, 3 premiers puzzles et chacun procéde individuellement par la suzte'.

Cette troisiéme phase de Iactivité permet a chacun de s’approprier les différentes stratégies
mises en ceuvre par I'un ou 'autre lors du travail antérieur. Elle permet également de fixer les
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acquis nouveaux en les formulant aux autres.

5 Commentaires

A ce stade-ci, il nous semble intéressant de s attarder sur quelques réflexions de fond.

Les familles de fractions sont des ensembles de formes qui présentent une structure et qui
provoquent une réflexion mathématique en suivant une loi, un rythme. Cette régularité permet
aux éléves d’approcher avec plaisir des notions relativement complexes.

Dans ces familles de fractions, nous avons toujours privilégié les fractions dont le numéra-
teur est 1, fractions qui nous paraissent les plus naturelles. Historiquement, elles ont déja éré
privilégiées par les Egyptiens.

Plutét que de proposer aux enfants de partager I'unité en n morceaux (démarche classique),
Pactivité puzzle leur demande le travail inverse : recomposer I'unité en reportant n fois le niéme,
c’est-a-dire le morceau qui, multiplié par n, donne l'unité. Ce qui implique qu’on travaille
essentiellement la division contenance plutdt que la division partage, et ce dans un contexte de
mesures.

. De plus, cette option provoque la multiplicité des symboles pour un seul objet: des formes
différentes représentent la méme fraction, des écritures différentes parlent de la méme forme,
de la méme fraction.

b=

] =
Il

DO |roi—
I

| =

0o b=

A=B

Lors de la vérification, I’addition de toutes les fractions trouvées se fait naturellement, sans
regle abstraite, grdce au support géométrique qu’est le puzzle (cfr. 4).

La plupart du temps, cette démarche ne demande qu’une estimation & vue et | "emploi
d’étalons naturels (la gomme, les doigts, . ..). Elle demande pourtant une grande précision :
on peut penser avoir réalisé un puzzle correctement alors que I’agencement s avére faux. Ainsi,
dans le puzzle (1), les deux rectangles A et B peuvent étre mal positionnés (voir pointillés sur le
puzzle de la Figure 5.1).
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|4

Fig. 5.1 Fig 5.2

Les enfants qui ont passé le cap “pratique” du découpage en trois, peuvent se permettre
de voir la transformation efficace d’un quart en une autre forme (ainsi la piece D recouvre en
3 morceaux les piéces A, B, C de la Figure 5.2 ci-dessus). De jeunes enfants n’y arrivent pas
encore et donc éprouvent plus de difficulté a se convaincre que D est 1/4. Ils doivent pour cela
aller plus loin dans leur raisonnement.

Tous les enfants n’arrivent pas aux mises en commun avec les mémes éléments, les mémes
trouvailles, les mémes supports, ... Il ne s’agit donc pas de vérifier que tout le monde ait la
bonne réponse.

A ce moment, il y a une véritable interaction : un enfant arrive d mettre en mots une expli-
cation logique qui convainc le reste de la classe (cfr. 3). Une collaboration s’établit entre ceux
qui abstraient facilement et ceux qui éprouvent le besoin de manipuler jusqu’au bout. Ainsi, les
deuxiémes font la preuve pour les premiers. Dans la recherche de la valeur des piéces H, I, J,
K, L du puzzle 4 (cfr: 3.1), certains enfants reportent 20 fois une de ces piéces en dénombrant,
justifiant ainsi la réponse trouvée rapidement par les autres.

Individuellement et collectivement, les enfants reproduisent plusieurs fois les mémes dé-
marches dans des contextes différents, entre autres, celle du report d’une piéce a Uintérieur de
Punité. La répétition des démarches, sans pour autant parler de drill, permet & chacun de fixer
les notions découvertes. Parlons de “variations sur un théme connu’”.

Les puzzles sont de difficultés variables. C’est l'institutrice qui décide qui va faire tel ou
tel puzzle. Parfois, elle se trompe : certains éléves “bloquent” dans la réalisation du puzzle,
ne percoivent pas la piéce dans I’ensemble ou peinent dans les noms de fraction a donner.
L’institutrice n’enléve pas leur puzzle mais les fait rencontrer un compére qui a regu les mémes
piéces. Il ne faut donc jamais donner un seul exemplaire d’un puzzle dans la classe.

Cette activité remet chaque enfant face i ses questionnements mentaux, personne n’est ga-
gnant au départ... et ceux qui le seront & l'arrivée ne sont pas toujours ceux qu’on croit.
L'enfant est donc confronté & lui-méme, ceci provoque parfois une insécurité “dramatique”
pour certains enfants trés scolaires voire premiers de classe. Aprés I'activité, chacun est en-
couragé, voire poussé & exprimer ce qu’il a vécu, comment il I'a vécu. C’est Uoccasion de
mettre en valeur des enfants moins “scolaives” dans des activités plus classiques.

D’autre part, certains enfants sont obligés d’abandonner leur propre disposition de pieces
au profit d’une autre plus efficace et doivent donc prendre du recul, se dégager de I'affectif mis
dans leur travail. .. Démarche 6 combien difficile chez de jeunes enfants !
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6 Prolongements noms de forme) de deux sortes différentes (ordre sans importance):

e ce nom est une seule fraction
. e »
Apres ce premier travail avec des puzzles de fractions, les enfants savent, intuitivement et ; o ce nom se présente sous une autre forme qui vous parait intéressante.

avec des piéces de puzzles comme support concret, simplifier des fractions (notion de fractions - Par exemple :
€quivalentes) et additionner des fractions de méme dénominateur ou de dénominateurs multi-
ples'un de ’autre. Comment amener la nécessité de mettre des fractions quelconques au méme

dénomi ? ‘ noms donnés 2 la piece (1)
enominateur ? . 42 o1 7 14 10+ %
- e T Y T
1l nous parait évident que cette recherche ne s’adresse plus 2 des enfants de 7 ans. Elle 72 36 12 24 18
pourrait trouver sa place en 4°M€ oy 56M€ apnée primaire. k 0 1 11 111
Nous avons eu Poccasion de tester une activité visant ce but avec de futurs instituteurs . TR + 5 -+ D) + i + g
(étudiants de 2°™ normale) et avec des enfants de 480€ gf 5eme primaire. A chaque fois, nous - 18 W
avons distribué un rectangle partagé en trois morceaux. . L1 - 1 11
— - — p— — + —
4 + 8 <4 24) 12 + 4 4
1 n 1 1 N 1
2712 > 43

Fig 6.1

(s PP TR
“Est-ce que ces écritures sont correctes? Comment vérifier et comment visualiser cela?

La vérification des écritures une a une amene des constructions.

. 10+3 *
Avec les 18°, ¢a ne tombe pas juste : —g=. .
x o ;«“J
6.1 Compte-rendu de Pexpérience avec les normaliens ' ; " A
A I’école normale, ce puzzle a été intégré dans une réflexion méthodologique plus large. . L

5 7 :

: “R&EAT " - s ) »
o Réalisez le caleul 6 + 15 - e le quadrillage en 72°° permet de ne pas avoir a “coller des morceaux™. ..
; Tous les €tudiants appliquent 1a régle de réduction au méme dénominateur. ‘

Le professeur: “Imaginez que vous avez devant vous quelqu’un qui ne sait pas additionner

o]
L VY . . ‘ -

i les fractions. Comment allez-vous pouvoir lui permettre de comprendre comment ¢a se passe? ; NN
o Je ne veux pas une explication de la régle. Mais que vous permettiez a la personne de se ‘ NS
construire sa régle.” NN

& 3 2 : 3 F-3 99 . : XNANKNTN® "

- “Comment peut-on trouver une chose qu’on n’a pas apprise soi-méme? . TRRANER i,

L Certains €tudiants refusent obstinément de croire qu’ils sont capables de penser une dé- LB

marche dont ils ont eux-mémes été privés.

. 1 8 14101
A - s g 1 . . . . s o ' o la représentation de 1 + ;5 donne une forme surprenante au 35. De méme, 7 + 3 au 3.
Ces réflexions sont typiques d’étudiants, mais aussi d’enseignants qui sont invités a réaliser - 2
une rupture avec leur propre histoire d’apprentissage et doivent affronter 1’angoisse de I'inconnu.

6.1.1 Nommer les piéces

“Pour chaque piéce du puzzle regu (cf. Fig. 6.1), trouvez des noms de morceaux (pas des
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Certains étudi arri 2 i i
s étudiants n’arrivent pas a se convaincre qu’il s’agit bien 1a de 1/3.

| I’,a chfﬁ’culte est la suivante: une part “ne va p
a necessité de recouper cette pat. “Ca fait béte”
s’observe déja dés 1’école primaire!

as” x fois dans I'unité. Certains éprouvent
Cette difficulté du retour 2 la manipulation

e des 24°, 54°8 36€S 144es apparaissent.

La notion ion équi iculié
de fraction équivalente est particulierement mise en évidence dans cette activité ;

7 14 21 42 84

, . 12 24 36 72 144
our la pice (1), nous cléturons I’activite aprés avoir dressé le tablean

de ses noms significatifs : et eprenanc 4

wone zenle fraction nred Bowmire de 2 fractions
eladr 2 ndvesn de la mznipulaticn 4—2 1o e
7Z R
Fracticos irvédnctibles 7
- i 1
1z =T
] EY

Ce t.abl?.au pf:rmet de mettre en évidence que le support du puz:
engendre ‘1‘1 }nd}ut pas la notion de PPCM : le découpage en 1288
coupages “significatifs” (c’est-a-dire clairs au niveau de la manipul

zle et les découpages qu’il
ne figure pas parmi les dé-
ation).

6.1.2  Vers I'abstraction

“D’un autre puzzle, je n’ai

! gardé, pour identifier une pie 241
Comment faire pour trouver le e Saction s bl

nom de cette piéce en une seule fraction irréductible?”

Propositions:

g 7 p
e Pour trouver 13> ona fait 3 x 4

=Ret3+4=7. Ii
donne un b g2 it 3 7. Ici, on peut faire: 4 x 5 =20. Cela
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1 2.3 _4_5 _6 7 1_2_ 3 & ie tr 3 4 i
0321 R Nl el ..o.oetg 8—12etdesquejet10uvelz,Jefaus
12+12 A2 a4 6 8 _ 10 1_2_3 4 5 5

Dememem,_]efals,E:I—O:ﬁffﬁzg=.‘.et‘—lzgzﬁ:ﬁ:%etdesque

je trouve £, je fais & + 2 = 5.

En fait, on a cherché le nom d’une pidce commune qui convient (ici, %) et par le jeu
des fractions équivalentes, nous avons pu déterminer le nombre de fois que cette piece
commune entre dans %, dans 1, et enfin dans 2t i

e Les diverses tentatives de construction de la piece % + % pour trouver un seul nom

échouent, sauf celle qui travaille explicitement sur les deux dimensions du rectangle unité.

% “J’ai mis les 2/5 horizontalement, et le 1/4 verticalement;

comme ils se superposent, je remonte deux bouts du 1/4 a 7/ //
coté de 1a pitce verticale. Chaque petit bout représente 1/20 //
de I’unité; pour m’en convaincre, il suffit que je prolonge / ///
les lignes de construction et que j’en quadrille toute I'unité. e

Si je pense & réaliser ce quadrillage, je découvre la réponse: N, \\\‘
13/20, et je vois effectivement qu’elle est correcte.” ‘\\\\\f\\\\\\i
)

6.1.3  Est-il nécessaire d’aller plus loin?

“Refaites la méme démarche avec la piéce “% + 1—75”. Trouvez le plus vite possible le nom
irréductible en une seule fraction”.

Ceux qui ont encore envie ou besoin de construire un puzzle vont se rendre compte qu’ils
débordent de I’unité, et qu’ils vont donc avoir a en utiliser plusieurs. Les étudiants en formation
n’ont plus besoin du support des puzzles pour justifier leur démarche:

5 10 15 20 25 714

R AR TR VR TR TR T}

d’ol la réponse:

5+ 7 _25+1§H§~13_1+3

6 15 30 30 30 10 10
Certains proceédent comme ceci :
6 12 6 12 6 12 18 24 30 6 12 18 24 30
15 — 15 30 — 15 30 — 15 30

Cette démarche est une méthode artisanale pour trouver le PPCM.

Tout ceci met en évidence le fait que le PPCM n’est pas “un prérequis nécessaire” a la
construction de la somme des fractions, quelles qu’elles soient. On peut aisément mener ce
travail sans jamais le mettre en évidence en tant que tel.

Par contre, il est intéressant d’ observer, au moment de ce travail ou a un autre, que rechercher le
“dénominateur conimun le plus petit” correspond 2 une démarche mathématique qu’on retrouve
également dans d’autres contextes ol elle permet de résoudre des problémes “d’ optimisation”.
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Un enfant voit trois fois le trapéze (2b) dans le triangle formé
par (2b) et (3b). En effet, (2b) peut se placer entierement une fois

6.2 Compte-rendu de ’expérience avec des enfants

Un rectangle partagé de la méme fagon a ét€ proposé a des enfants , ) de (3b
de fin de 4°™° année primaire, enfants qui n’ont jamais travaillé (2) en (3b) et lorsqu on'deplace o (2]\)) les morceau restant de (3b),
les puzzles de fractions auparavant. Ils ont travaillé en alternance, ils recouvrent parfaitement le traptze.
de manire individuelle, a deux et ¢ i i : LN
, ollecti - . . s .
; cuet? Bt ¢ ctivement. Certains en (3) @) 11 conclut que la piéce (2b) vaut le tiers du huitiéme. 11 éprouve '\{35} ! )
ants se sont passionnés pour Iactivité, d’autres ont eu beaucou ; £ i (bl
de difficulté 3 o P des difficultés pour la nommer en une seule fraction. En proposant N ONg )
e culté a chercher individuellement ou a deux. Is ont toute- i i i NN
fois, pour la plupart, participé acti 1 aux enfants de regarder combien de fois la piece (2b) va dans le \
> , participé activement a i mmi I P
P P & mise en commun. rectangle, le professeur débloque la situation. Par dénombrement, ) )
. /
les enfants constatent que cette piece rentre 24 fois dans le rec- (30 /
tangle et en vaut donc le vingt—quatriéme. ,)
/
’

Le professeur a & i i D i
p donné la consigne suivante : “Recherchez le nom de fraction de chaque morceau.”

Les enfants ont rapidement trouvé le nom de la piece (1) : 1/4
Toujours pour découvrir la valeur de cette piéce (2b), un autre imagine de transformer

le trapéze (2b) en un triangle (Fig. 6.4). 11 explique que le triangle A recouvre parfaitement le
triangle B. 11 suffit de le “retourner” (geste & I’appui). Lorsqu’on a transformé le trapeze (2b)
en triangle (2¢), il constate que le triangle (2¢) va 12 fois dans un demi-rectangle (Fig. 6.5). Il
vaut donc 1/24. Bt le trapéze aussi. La piéce (2) vaut donc 1/24 + 1/8.

Comment trouver les 2 autres fractions ?

En tracant certaines lignes, les enfants dégagent la valeur
d’une partie de ces morceaux. Ainsi, en prolongeant les deux di-
agonales du rectangle et en tracant les deux médianes, il est clair
que la piece (3a) vaut 1/4 et la pidce (2a) 1/8. Au passage, un
enfant remarque que la pigce (1) vaut également 2/8.

\“ |

\}

\
\

11 reste a évaluer deux petits morceaux, (3b) et (2b). Comment
faire ?

Quelques enfants proposent des pistes “géométriques”.

Fig. 6.4 Fig 65

Une autre maniére de trouver la valeur de la piece (2) est de re- T
marquer que cette piece couvre “deux bandelettes”. Il suffit de b8) ElD /
i déplacer la piece (2b) en la tournant. Elle compléte la bandelette !
‘ ‘ D. De la méme maniére, (2d) compléte la bandelette E. La piece
(2) vaut donc 1/6 ou 2/12.
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Remarquons que certains enfants s’appuient intuitivement sur les isométries. Notons égale-
ment que quelques—uns ont partage le rectangle en douziemes, contrairement aux normaliens.

Certains enfants proposent de quadiller le rectan gle.

Tres influencés par les mesures conventionnelles d’aires, ils travaillent en cm?. Le rectangle
complet compte 54 cm?. La pigce (1) compte 13,5 cm?, nombre venant, pour certains enfants, de
la division de 54 par 4. Les nombres de centimétres carrés comptés dans les deux autres parties
sont compris entre 7,5 et 16 pour la pidce (2) et valent 34 ou 36 pour la piece (3). Comment
donner ensuite le nom de fraction de ces deux piéces ? Les enfants en sont incapables.

Les dimensions du rectangle sont entiéres (6 et 9 cm). Cela facilite le quadrillage en unités
conventionnelles. Toutefois, ce dernier réalisé, la tiche se complique : il y a beaucoup de
carrés et surtout beaucoup de carrés morcelés. Cela provoque une difficulté de comptage. Les
enfants ont ét€ bloqués par 'usage des unités conventionnelles et n’ont pas profité d’unités plus
adéquates. De plus, ils manquent de précision dans leur tracé, ce qui induit quelques erreurs.

Rassemblons ces différents noms de fractions donnés i la piece (2) :

1/6=2/12 = 4/24 = 1/8 + 1/24.

Les égalités entre ces fractions ne font aucun doute pour les enfants. Ils ne savent pour-
tant pas additionner des fractions. La derniére égalité n’a pas été trouvée par calcul mais par
observation des différents découpages proposés.

La valeur de la piéce (3) ne pose plus de probleme. On observe qu’elle vaut:

1/2+ (1/8 = 1/24) = 7/12.

On peut se baser sur des exemples d’€égalité comme celles-1a pour trouver ensuite des regles
de calcul.

L’activité se termine par un retour au quadrillage en cm?. 11 est enfin possible de connaitre
les “bonnes réponses” | Les enfants maitrisant déja la notion de fraction équivalente, ils peuvent
transformer 1/6 en 9/54 (par calcul). Le nombre correct de cm? de la piece (3) s’obtient par
soustraction : 54 - 13.5 -9,

7 Conclusion

1l nous semble que I’approche des fractions ici donne - ou redonne - du sens a la fraction en
tant que telle autant qu’aux opérations des fractions entre elles,

Le contexte sert & visualiser des fractions et des opérations avant de et pour les comprendre.
Que ce soit a I’école primaire ou en deuxieme normale, I’égalité visible géométriquement ne
pose aucun doute.

Ce support géométrique a un sens purement pédagogique, “gratuit”, mais indispensable
pour ancrer les intuitions de maniére durable. Plus tard. .. bien plus tard, lors de 1’étude des

probabilités par exemple, une non compréhension du fonctionnement des opérations sur les
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fractions (compréhension que la géométrie permet) obligerait & s’attarder a nouveau sur les
baseCslé: travail de puzzle permet d’approcher des fractions dans un seul contexte. Notre en‘thcl)lu-
siasme & vous partager ces expériences ne doit pas vous e{lferlller dans. cette seL'lle approc f.
Par exemple, nous n’avons pas du tout envisagé I'aspect ogdmal df:s fractions. Mals c§ Fo?tex e
géométrique provoque le passage au calcul comme une économie de temps, d’énergie face a
des manipulations qui deviennent lourdes.
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2. Rapports et proportions!
1 partie : A partir de rectangles
A, Activités

. Vo/zcz une ser\ze de questions proposées a des éléves du premier degré. Nous vous invitons
}1 y rfzpondre et a relever les différentes facettes des fractions ainsi que les opérations sur les
ractions.

1. Des rectangles
1.1. Dessine plusieurs rectangles dont la largeur vaut les % de la longueur.

1.2. Rassemble les dimensions de ces rectangles (et de ceux des autres éléves) dans le
tableau ci-dessous :

Longueur ou L

largeur ou l

Tab.1

L.3. Ce tableau traduit-il une situation de proportionnalité ? Explique.

2. Une famille de rectangles dans un repeére

De§s1,ne‘ ces différents rectangles dans un systéme d’axes avec un sommet i I’origine et les
deux cOtés issus de ce sommet alignés le long des axes.

Que peux-tu observer  propos des quatriéme
s sommets ? Comment peux-tu caractériser
leurs coordonnées ? b

3. D’un tableau vers des formules

3.1. Reprends les données du tableau 1 dans le tableau 2 et compléte-le en donnant pour
chaque rectangle, son périmétre et son aire.

I . s P,
Cet atelier a été congu et le texte rédigé par ANNE CHEVALIER, LUCIE DE LAET, CHRISTINE Docq et
ANDRE MALO
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Longueur ou L

largeur ou |

Périmétre ou P
Aire ou A

Bl W | -

Tab.2

3.2. Ce tableau traduit-il aussi une situation de proportionnalité ?

3.3. Dans ce tableau, on passe de laligne 1 alaligne 3 en multipliant par 154 et delaligne 2
ala ligne 3 en multipliant par le nombre 7. D’oli viennent ces nombres ?

3.4. Par contre, I’ aire n’est pas proportionnelle 4 la longueur. Quelle formule lie les nombres
de laligne 1 a ceux de laligne 4 ?

3.5. Qu’en est-il entre les nombres des lignes 2 et 4 ?
4. Visualiser des formules par des dessins
4.1. Interpréte géométriquement les résultats relatifs aux aires obtenus en 3.4 et 3.5.

4.2. Combien de fois le carré construit sur la largeur du rectangle est-il contenu dans le carré
construit sur la longueur de ce rectangle ? Vérifie le résultat algébriquement.

B. Solutions et commentaires’

1.1. On donne un rapport entre deux dimensions. Ce rapport doit étre utilisé comme
fraction-opérateur dans la construction effective d’un rectangle.

On engendre ainsi sans le dire une famille de rectangles semblables.

1.2.

Longueur ou L 5 2,5 1,5 1 4 10 6,5
largeur ou l 2 1 3 0,4 1,6 4 2,6

Tab.3

1.3. On trouve aisément que le tableau 3 est un tableau de proportionnalit€ : en effet, tous
les nombres de la deuxieme ligne s’obtiennent en multipliant les nombres correspondant de la
premiére par 2. On retrouve la relation

2| es différentes facettes des fractions et Ies opérations sur les fractions sont en italique dans tous les commen-
taires de ce document.
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l= gL.
Par ailleurs, on peut aussi ¥
o p ussi observer que quelle que soit la valeur L et son correspondant [
L 5
12

C’est I"occasion de mettre en évidence que 2

- . . . et §
schématiser la situation de 1a fagon suivante : Tt

L

< — ‘
G

2 5
+ — 3 Ou ——
€3 (2)
On conclut ainsi Vi,
nsi 2 revient g ipli
que diviser par 5 revient a multiplier par -g—

2. Cette queSﬁOn i i
permet de fall‘e le hen entr imili i eq
t, ! ) € Slmlhtude, pl'OpOl'tl()nnaﬁté et & uation de dl'()l‘te
En effe S1 on p]ﬂCe tous les leCtangleS avec une Iongueur le IOHg de l’axe deS T .
>

gnes sur une demi-droite issue de Iorigine qui se superp

tous les

les diagonales des rectangles 0se avec

v -

v

Fig.]

Les coordonnées d i
e chaque point de cette demj i
. n - - o 3
rectangle do catte funpe ] i ni-droite correspondent aux dimensions d’un

de la for; =21 arequai 2
| ormule | 5L al’équation y = 57
qui caractérise tous les points de cette demi-

P droite. O i Sométri .
t€risé par une formule algébrique, n a un lieu géométrique de points carac-
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sont deux opérateurs inyerses. On peut

Si par contre, on place tous les rectangles avec une largeur sur 'axe des , on est amené a
exprimer L en fonction de [ et on passe

5
de la formule L = §l al’équation y = gm

Dans le passage de la formule [ = %L al’équation y = %:E, le coefficient % passe du statut
&’ opérateur agissant sur des longueurs a celui d’opérateur agissant sur des nombres. Ainsi son
statut se rapproche de celui de nombre.

Par ailleurs, les représentations graphiques donnent I’occasion de travailler le concept de
pente et d interpréter ainsi les coefficients £ et 2 comme des rapporis.

3.1.
1 Longueur ou L 5 2,5 7.5 1 4 10
2 | largeuroul 2 1 3 0,4 1,6 )
3 | PérimétreouP | 14 7 21 2,8 | 11,2 | 28
4 |AireouA 10 2,5 22,5 04 | 64 40

Tab.4

3.2, Pour comparer les éléments des lignes 1 et 3, on peut, par exemple calculer les rapports
suivants :

525 575 15 5 1 10 5

10 40 510 5

1477 1491 42 14'2,8 28 14'1L,2 112 14’28 14’

1l y a donc proportionnalité entre les lignes 1 et 3.
1l en va de méme entre les lignes 2 et 3 car en faisant des calculs du méme type, on trouve :

2 3 04 4 1

42128 28 7
Par contre, on s’ apercoit rapidement qu’il n’y a pas proportionnalité entre les lignes 1 et 4.

En effet,
5 2,5

107 25
3.3. Pour retrouver le coefficient 15‘3, il faut exprimer le périmetre P en fonction de la
longueur L :

2 2 5 2 7 14
= = 20 = AL=224+5L=2.2L=""[
P 2L +1)=2(L+ 5L) 200+ 5)L (5 + 5) L=
2 5 2 7 14
P o= 2L+ L) =200+ ;L) =25L) =+ L.

Dans cette démarche, les éléves sont invités, pour la premiére fois, a utiliser des expressions
algébriques contenant des coefficients fractionnaires. De plus ils doivent réduire au méme
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devf\wnmzizatem.; additionner deux fractions, multiplier une fraction par un nombre Dans la pre-
gmexe resqlutwn, on t.ravallle sur des nombres et dans la deuxiéme sur des grandeurs. Dans les
eux cas, il faut fractionner I'unité, ce qui est peu usuel.

Pour retrouver le coefficient 7, il faut exprimer le périmétre en fonction de la largeur [ :

5 5 2 7

P=2(L+D)=2(21 — 927 4 _ _

(L+0)=2(;1+1) 231 +350 =230 =7
3.4. Pour trouver la formule qui Y expri *ai ;
qui permet d’ex 1

on passe par les étapes primer 'aire A en fonction de 1a longueur L,

2 2
A=L. |=L.21 =212
5 5L .

On peut dire que 1’aire est

G proportionnelle au carré de la longueur. On retr 2
qui lie la largeur 2 la longueur. se somele facteu ?

3.5. De la méme fagon , on obtient la relation

5 5
A=L.1=2].]="_p
2Zl 21‘

4.1. Géométriquement, ces deux relations peuvent &tre interprétées par les Figures 2 2 5

A=2]2
L A:glz

Fig. 2 Fig. 4
Le rectangle donné est contenu deux fois et Le rectangle donné contient deux fois et
demi dans le carré d’aire .2, demi le petit carré d’aire (2.

Fig. 3 Fig. 5
L’aire du rectangle vaut les ‘53 de I’aire du

L’aire du rectangle vaut les 2 de I’ajr
carré d’aire .2, : el

carré d’aire 2.

4.2. Géométriquement, en associant les Figures 2 et 4, on obtient la Figure 6
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Le carré de c6té [ est contenu six fois et un quart dans le carré de coté L.

Algébriquement, on peut retrouver ce résultat soit en égalant les deux formules de I’aire :

2 5

Fa e
et donc, p 5 | §lz ) §lz.
T2 2 4
soit en partant de la relation initiale 5
L= Ql’

ce qui conduit a I’aire du carré de coté L :

5\? 25
2_ (2 _ 2
L W(2l) 4l

Or, 25 quarts correspondent & 6 unités et un quart.

Nous avons nultiplié une fraction par elle-méme. Par ailleurs, nous avons décomposé une
fraction en une partie entiére et une partie fractionnaire.

2€ partie : les engrenages

1. Activité autour des vélos

1.1. Dans la salle, il y a deux vélos dont un avec trois plateaux a I’avant et six a I’ arriere
(vélo vert) et un autre avec un plateau a I’avant et six a I’arriere (vélo gris)®. Nous indiquons au
tableau la réflexion suivante :

“Tous ces plateaux, c’est du bluff !”

1.2. Voici deux représentations qui peuvent vous aider* :

311 va de soi qu’il faut adapter cette séquence aux vélos disponibles.
4Cette représentation n’est fournie qu’au moment oi les participants manifestent le besoin de compter le nom-
bre de dents de chaque roue.
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Schéma du vélo vert

Schéma du vélo gris

28
24 46
21
18
16
14

Arriére Avant
Fig.7

Solutions et commentaires

obs;ﬁé ?es ele\‘/es sont invités a former des petits groupes, & s’approcher des vélos ales
pou;’CZf-;;;upl}lert adﬁ,r?\de réaiu le plus objectivement possible a 1a phrase écrite au ta’bleau
» C'est deja une découverte de constater le nomby i ‘
’ I re de plateaux différ
d ol;)sel ver que ceux de devant sont plus grands que ceux de derriére. ’ e
e :LL:; 3:11&?;8:1 ’dansllz: réflexion, il faut fixer son attention sur une association possible d’un
un plateau arriere et essayer de comprendre i
on e met & towrnet 1 péepsies W ou observer ce qui se passe quand
pédgzl’zmns i)’eu?d/e’nt 1essayer concrétement en mesurant la distance parcourue au sol par tour de
appelce developpement), d’autres vont calcul 3
, er ce développement 2 partir du diametr
de la roue et du nombre de d e D s taformaton
ents des plateaux. C’est le moment d i i

. . e fournir les i i

relatives au nombre de dents des plateaux des deux vélos. nlomatons

1.2. POul CO]nPIelldle le 10nctl()]llle]nellt d un delalueul, il faut passer par leS ()bsel vations
<
- Ies de]ltS deS p]ateaux avant et alll'e\le ont la ]llél]le 1()1][13 etla Inélne taille quel que soit

leur diamétre de f; : irs’ i
acon a pouvoir s’emboiter dans les maillons d’une méme chaine ;
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- lorsque le plateau du pédalier fait un tour :
- il tourne d’un certain nombre de dents d4 et le plateau entrainé tourne du méme
nombre de dents d 4

- le nombre de tours réalisés par le plateau arriere dépend aussi du nombre de dents
dp de la roue arriere. Il est d’autant plus élevé que dp est petit et que d4 est grand.

Considérons le cas particulier ot d4 =30 et dp =14.

A
30 dents

Arriére Avant

Fig.8

Pendant que le plateau avant réalise un tour complet, 30 dents sont engrenées. Puisque
qu’une chaine relie les deux roues, un méme nombre de dents sont engrenées au plateau arriere,
ce qui fait tourner le plateau arriére de 2 tours et 1—%4- de tour, qui correspond a % de tours.

Ce raisonnement nous permet de conclure que chaque fois que le plateau du pédalier fait
un tour, le plateaun arriére fait un nombre de tours égal & % qui n’est évidemment pas toujours
entier. Le plateau arriere étant 1i€ a la roue arriere, celle-ci réalise donc ce méme nombre de

tours.
Par tour de pédalier, on avance d’une distance d’autant plus grande que :

- e rapport %g est €levé ;

- le diametre de la roue arriere du vélo est grand.

Pour connaitre toutes les possibilités qui nous sont offertes pour un vélo donné, il faut
6

envisager tous les rapports 2—" possibles. Les cyclistes parlent de “braquets™ ou de “vitesses
a propos de ces rapports. Le tableau ci-dessous reprend ces différents rapports pour le vélo vert.
Remarquons que toutes les possibilités du vélo gris se retrouvent dans la derniére colonne.

50n peut s’étonner du fait que, dans les médias, les braquets soient présentés sous forme de produits d4 x dp

au lieu de rapport £2.
5L e terme est mal choisi dans la mesure ol il n’est pas question ici de distance parcourue par unité de temps.
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da 30 38 46
dp

4 20_15 | 88_19 | 4623
147 47 a7

6 20_15 | 3_10 | 45 23
16 8 16 8 16 8

18 30_5 B_19 | 46 »
1873 1879 1879

21 30_10 38 46
217 21 21

2 0_5 | 88_19 | 46 2
24 4 24~ 12 24 12

2 0_1 | m_ 19 462
28~ 14 28~ 14 28 14

Tab.5

Pour analyser un tel tableau, il faut comparer et ordonner ces différents rapports qui sont ici
tous fractionnaires.

Le plus petit rapport est celui qu’on obtient en choisissant le plus petit numérateur et le
plus grand dénominateur c.-a-d. % ; tandis que le plus grand s’obtient & partir du plus grand
numérateur et du plus petit dénominateur c.-a-d. ‘1‘—2.

La classification par ordre croissant des rapports g—g est la suivante :

15519 10 19 23 5 38 15 23 19 15 46 19 23 19 23 23
14414 7 1214321 8 12 9 7 21 8 9 7 8 7'
Pour procéder a cette mise en ordre des différents rapports, il faut comparer les rapports
deux par deux.
Toutes les fractions d’une méme colonne ont méme numérateur. La plus petite aura le plus
grand dénominateur. Elles s’ordonnent par ordre décroissant de dénominateur.
Toutes les fractions d’une méme ligne ont méme dénominateur. La plus petite aura le plus
petit numérateur. Elles s’ordonnent par ordre croissant de numérateur.

Malheureusement (pour les €léves !) I’ordre de toutes ces fractions ne correspond ni a celui
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des colonnes, ni a celui des lignes. On est donc amené a comparer des fractions n’ayant ni
méme numérateur, ni méme dénominateur. Plusieurs techniques sont possibles :

- On réduit facilement au méme dénominateur :

10 o 19 orp 320 of 19 0 19

— et 1 correspondent a 14 et 78 Dc.)nc,, 7 > 11

- On décompose les fractions a partir d’un entier proche :

%et—zgﬁcon‘espondenté%:2+%et%=2+§;Or%<%etg>§,donc%<%.
P . B _o_ 3 43 _o_1.9:3 51 % _s
Z et 2 correspondent a £} =2 — et $ =2—3;0r 7 > 5, done 37 < 3.

La succession des 18 rapports sous forme de fractions permet difficilement de cerner leurs
positions relatives. A ce stade, on est amené a exprimer ces rapports a l’aide de nombres
décimaux. Les situer sur trois droites graduées (une par plateau, placée 1'une en dessous de
1’autre) peut aussi aider a visualiser les positions relatives des rapports.

Les questions suivantes permettent de poursuivre la réflexion a propos du fonctionnement
d’un vélo avec différents plateaux.

- Pour mieux se rendre compte des variations des “vitesses”, calculez le rapport entre la
plus grande et la plus petite, calculez les écarts absolus et relatifs d’une “vitesse” al’autre.

- Un vendeur donne le conseil d’utilisation suivant : “Associez le grand plateau avant avec
les trois plus petits plateaux arridre, le plateau du milien avec les quatre plateaux du milieu
a I'arriere et le petit plateau avant avec les trois grands plateaux arriere”. Comment ce
conseil se justifie-t-il d’'un point de vue technique ? De cette fagon, nos dix-huit “viiesses”
annoncées se réduisent a dix. Est-ce vraiment grave ? (Pour y voir plus clair, on peut
barrer sur la droite graduée les “vitesses” dont on n’a pas usage.)

Comment se passent les changements de “vitesse” en pratique ? Passe-t-on toujours d’une

“vitesse” a celle qui lui est directement supérieure ou inférieure ?

Pour chacune de ces “vitesses”, calculez la distance parcoure en un tour de pédale (ap-
pelée “développement”) ?

2. Activité autour des horloges

Pour donner suite au travail sur les engrenages, on peut s’intéresser au fonctionnnement
d’une horloge mécanique. Le modele sous forme de jeu a construire “Horloge 2000”7 permet
de s’interroger a propos des questions suivantes :

Comment peut-on expliquer que I'aiguille des heures et celle des minutes tournent correcte-
ment ?

Quelle est la période (temps d’aller-retour) du balancier ?

L’intérét des cette nouvelle situation réside dans un enchainement d’engrenages qui amene
des produits de rapports.

7ré£.2085000, JOUSTRA 67 402 ILLFIRCH CEDEX.
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3. Modeles pour calculer avec des fractions!

Dans le présent atelier, il s’agit de se pencher sur les calculs de fractions pratiqués dans deux
domaines particuliers, les probabilités et les exposants rationnels.

1 Imtroduction. Julie et le paradoxe du Chevalier de Méré.

Regardons les calculs effectués par une étudiante en derniere année d’études secondaires
dans la résolution du paradoxe du Chevalier de Méré. Faut-il rappeler de quoi il s’agit ? La
probabilité d’amener 1 au moins une fois en jetant quatre fois un dé cubique est la méme que
celle d’amener une paire de 1 en jetant vingt-quatre fois deux dés cubiques, pensait le Chevalier.
Et vous, quel est votre avis ?

Julie, qui n’en est pas au premier probléme de probabilité et qui se débrouille plut6t bien
dans le domaine, fait un arbre (Figure 1) en indiquant sur chaque génération de branches les
probabilités 0,167 et 0,833.

1
0,167

}2'66/\ 0,167
0.54}2““7 0,167

I
1
67
\ g ///
0,833 lab’\
~ .
0833 286

0,167

Fig. 1

Elle calcule alors la probabilité de I’événement “ne pas avoir 1 en quatre lancers”, complémen-
taire de 1’événement considéré :

0,833.0,833.0,833.0,833 ~ 0,48

Vinterviens : “tu pourrais peut-étre considérer que la probabilité est de 1/6 et 5/6 plutdt que
0,167 et 0,833,
- “Qui !? Mais je n’aime pas les fractions”.
Pour faire plaisir au prof ou je ne sais quoi d’autre, elle modifie son arbre puis calcule :
5 5 5 5 20

6 6 6 6 24

A ma réaction “Ah, bon !”, Julie efface sa réponse sans pouvoir en donner d’autre. I’ai
essayé de lui expliquer ce que valait le produit de deux fractions en retournant au modéle de

ICe texte a été rédigé par BENOIT JADIN
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I’aire d’un rectangle. Un comble ! Pour une fois que le calcul des fractions sert vraiment, je
suis incapable d’en montrer le sens a I’intérieur méme du contexte. Et vous ? Nombrc dcsurvivants ATaRe %
Probleme 1. Espoir de viel x| Homme Femme x__| Homme Femme x | Homme Femme
| Avertissement : justifier toutes les étapes de votre résolution en n’utilisant que des arguments compréhensibles (]) 1 ggg 2?2 ] gg g a1 [oeazio o8 167 a1 | 498950 pr
L par un débutant qui serait ignorant du langage ensembliste et de tout résultat de la théorie des probabilités 7
E La durée de vie est imprévisible. Beaucoup de contrats comme ceux d’assurance vie, de 2| 998827 | 999328 442 | 962327 | 981327 82 | 466949 | 641506
* rente viagére, par exemple, reposent sur I’estimation de celle-ci. 3| 998237 | 998990 }43 | 960312 | 980427 83 | 434106 | 610817
A partir du nombre de naissances (tableau 1) en Belgique de 1982 a 1992 et des tables de 41 997644 998653 |44 | 958152 | 979 461 841 400631 | 578299
mortalité (tableau 2), qui reprennent pour un million de naissances et selon le sexe, le nombre 3 1 297047 .998 Ald _gd45 1 935834 | 078 421 85| 366772 | 544045
de survivants, a chaque age : 6 _996 447 997974 146 | 953341 977 299 86 | 332810 508 203
7 995 843 997634 {47 | 950658 976 084 87 | 299058 470977
a) Est-il possible de déterminer les chances pour un nouveau-né d’atteindre 85 ans ? 8 | 995234 997292 {148 | 947766 | 974768 88 | 265855 | 432633
9 994 621 996949 1§ 49 | 944 645 973337 89 | 233556 393 505
b) Qui ale plus de chances d’atteindre 85 ans : une fille de 16 ans ou une femme de 75 ans ? 10 | 994002 996 605 50 | 941273 | 971779 90 | 202525 | 353988
X . N N 1 993 377 996 258 | 51 937 628 970 079 91 173113 314 540
¢) Ma fille de dix ans a une angoisse, celle de perdre son pére et sa mére. Croyez-vous que 12 | 992745 995910 |52 | 933683 | 968222 92 | 145653 | 275 668
je puisse la rassurer en calculant les risques qu’elle a de se retrouver orpheline de pére et 13 | 992 106 005560 153 | 920411 966 190 01 | 120434 | 237916
de mere 2 20 ans sachant que j’ai 41 ans et mon épouse 38 ans ? 14 | 901450 | 995208 | 54 | 924782 | 963962 9:4 07 6;)2 2;” 840
15 990 802 994852 |55 | 919763 961 517 95 77 591 167 983
Arnde P P T———— 16 990 136 994494 | 56 | 914 321 958 831 96 60210 136 845
total gargons filles 17| 989450 | 994133 157 | 008417 | 955877 | 97| 45543 | 108845
1582 120 241 o1 831 TR 410 18 | 988769 | 993768 |58 | 902011 | 952625 | 98! 33492 | 84294
1983 117 145 60 209 56 936 19 988 067 993398 | 59 | 895060 949 044 9 23 878 63 363
1984 115 651 59 331 56 320 20 987 349 993024 {160 | BBTS519 945 096 100 16 452 46 069
:ggg :}‘7‘ ??i 23 3;3 22 25(1’ 21 | 986616 | 992645 le61 | 879339 | 940744 Y101 | 10917 | 32273
x 1087 117 354 0 396 e o0a 22 985 R64 992260 |62 | 870468 935 942 102 6951 21 688
! 1958 175779 T €l 530 3559 23 | 985093 | 991868 |63 | B60853 | 930645 [ 103 | 4298 | 13915 '
i 1989 120904 | 61948 38 956 24 | 984300 | 991469 64 | 850437 | 924800 | 104 | 2446 8 477 ;
' 1990 123 776 63 421 60 335 25 983 483 991062 165 839161 918 351 105 1339 4874 ‘
o 1991 125 924 64 586 61 338 26 982 640 990646 1§ 66 | B26 964 911238 106 690 2627
! 1992 124774 | 63883 60 891 27 | 981768 ) 990220 |67 | 813786 | 903393 | 107 332 1317
8 980 864 989782 |68 | 799 564 894 747 108 149 609
29 979925 | 989331 69 | 784236 885 223 109 61 238
i Tab. 1 0| 978047 | 988866 |70 | 767741 | 874740 | 110 23 99
31 971921 988 386_ 1l 71 | 750022 863213 11] 8 34
Avant d’envisager les déces, il faut considérer les naissances. La naissance d’un enfant, 15 | 976 860 087887 172 | 731027 | 850551 | 112 P) 10
¢’est un peu comme jouer a pile ou face, si ce n’est qu’on ne répete pas I’expérience autant 33 | 975742 | 987369 |73 | 710708 | 836663 | 113 | 3
j de fois qu’on veut. Au départ, on peut estimer qu’il y a autant de chance d’avoir une fille que 3 | 974567 | 986828 |74 | 689026 | 821452 | 114 0 i
d’avoir un gargon. La probabilité a priori de 'un et de I’autre est de 1/2. La fraction rappelle le 35 | 973330 086263 175 | 665955 | 84822 115 0 0
nombre des cas favorables et des cas possibles ou “les chances” de vérifier I’événement. 972 024 085671 176 | 641480 | 786678 | 116 0 0 H,
On peut également s’intéresser a la fréquence des naissances de filles (tableau 3). Celle-ci 2 | 970 644 085047 |77 | 615606 | 766928 1117 0 0
fluctue au cours du temps. D’ou I'idée de cumuler ces fréquences sur 2 ans, puis 3 ans,. . ., et g | 969181 984382 [ 78 | 5881355 | 745485 Il 118 0
ainsi de suite. On observe une relative stabilisation de la fréquence et on peut considérer que 19 | 967627 983693 179 | 550774 | 722274 19 0 0
la probabilité empirique ou a posteriori d’avoir une fille est de 0,4865. Ce dernier nombre est 40 | 965973 982954 |80 | 529938 | 697231 | 120 0 0

plus évocatif que la fraction 640570/1316734 méme s’il fait perdre le sens premier du rapport.
Pour garder I'idée de rapport, on peut I’exprimer en pourcentage : 48,65 %.

Tab. 2

1 s’agit d’un probléme posé en cinquiéme année de I’enseignement secondaire.
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Année Nombre Total Pourcentage { Nombre cumulé Total cumulé Fréquence
de filles de filles de filles cumulée de filles

1982 58410 120241 48,58 58410 120241 48,58
1983 56936 117145 48,60 115346 237386 48,59
1984 56320 115651 48,70 171666 353037 48,63
1985 555204 114092 48,66 227186 467129 48,63
1986 56621 117114 48,35 283807 584243 48,58
1987 56964 117354 48,54] 340771 701597, 48,57
1988] 58259 119779 48,64 399030 821376 48,58
1989 58956 120904 48,76} 457986 942280 48,60,
1990 60355 123776 48,76 518341 1066056 48,62,
1991 61338 125924 48,71 579679 1191980 48,63
1992 60891 124774 48,80 640570 1316754 48,65

Tab. 3

Le tableau 2 nous indique que sur un million de garcons qui naissent, il n’en reste, 85 ans
plus tard, que 366772; ce qui veut dire que la proportion d’hommes atteignant I’4ge de 85 ans
vaut

366772

1000000
Puisque ces tables de mortalité ont ét€ élaborées a partir d’un trés grand nombre d’ observations,
on peut considérer que 0,366772 est la probabilité qu’un nouveau-né de sexe masculin vive
jusqu’a 85 ans. De méme, la probabilité qu’une fille qui vient de naitre atteigne 1’age de 85 ans
est de 0,544045.

Pour répondre a la question posée, une maniére de procéder est de déterminer le nombre
de survivants a 1'Age de 85 ans pour un trés grand nombre de nouveaux-nés, par exemple, un
million. Il faut d’abord distinguer combien il y a de filles et de garcons. Si on admet que la
probabilité€ de naitre fille est de 48,65 %, il y a de fortes chances d’avoir 486500 filles et 513500
gargons. Parmi ces gargons, combien reste-t-il d’hommes de 85 ans ? On peut calculer de
diverses fagons. Soit, faire

=0,366772 = 37%.

0, 366772 x 513500 = 188337,

0,366772 qui est un rapport au départ devient opérateur.
Ou, faire une régle de trois :

sur 1000000 au départ, il y en reste 366772 2 85 ans;
sur 100, il en restera 36,6772
(avec un effort d’imagination pour les morceaux d’homme);
sur 513500, il en restera 5135 x 36,6772 ou a peu prés 188337.

Enfin, on peut chercher le nombre z tel que

z 366772

513500 ~ 1000000’

ce qui revient a une égalité de rapports.
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En procédant de la méme facon pour les 486500 filles, on obtient 264678 femmes de 85
ans. Au total, sur un million de nouveaux-nés, on a donc de fortes chances de retrouver 188337
+ 264678 = 453015 personnes de 85 ans. Ces calculs peuvent étre organisés sous forme d’un
diagramme (Figure 2).

188337 hommes

e Agés de 85 ans
513500 €

" gargons — 325163 hommes

1000000 _— décédés avant 85 ans
de
nouveaus-nés o %64 678 femmes

\ 7 agées de 85 ans

T 486500

files ™ 221 822 femmes

décédées avant 85 ans

Fig. 2

Le nombre d’un million que nous avons choisi pour la facilité les calculs est arbitraire. Quel
que soit le nombre N de nouveaux-nés au départ, nous retrouvons le méme type d’arbre (Figure
3).

0366772 ___- 0, 188337 N
-

05135 O0SIBSN

——.

- (,325163 N

R
- 06332228
N
T 0,544045____ 0264678 N
| 00

04865 ™~ 04865N
\\

0455055 T 0221822 N

Fig. 3

Sur les branches, on a noté les probabilités respectives qui agissent comme opérateurs pour
la détermination des nombres. Dans cette approche fréquentiste, la probabilité pour qu’un
nouveau-né atteigne 1’age de 85 ans, vaut

0,366772 x (0,5135 x N) +0,544045 x (0,4865 x N) _

N
0,188337N +0,264678N

N
0,453015.

La réponse ne dépend donc pas du nombre N arbitraire choisi au départ. On voit que les

probabilités suffisent.
La probabilité qu’un nouveau-né soit un garcon et atteigne 1'age de 85 ans vaut 0,188337

et est obtenue par le produit 0,513500 x 0,366772. 1l s’agit d’une probabilit¢ composée. De

293




méme, Ia probabilit€ qu’un nouveau-né soit une fille et atteigne 1’age de 85 ans vaut 0,264678
= 0,486500 x 0,544045. Enfin, la probabilité recherchée vaut 0,453015 et est obtenue par la
somme 0,188337 + 0,264678. 1l s’agit d’une probabilité totale. Ces calculs nous inspirent un
diagramme plus simple encore (Figure 4), il s’agit d’un arbre de probabilités.

0,366773//,/ homme qui atteint 85 ans

o
O, 5135 - naitre :j
gargon @:’)é\ homme qui décéde avant 85 ans
/ ’ -
T
T 0544045 ___ femme qui atteint 85 ans
0,4865 ™~ naitre :"/
fille T

0455055 ~— femme qui décéde avant 85 ans

Fig 4

On peut en déduire deux régles fondamentales du calcul des probabilités. L'une d’elles,
appelée regle de multiplication s’énonce comme suit :
Lorque I'on parcourt un chemin (branches consécutives) d’un arbre, la probabilité composée
est obtenue en multipliant les probabilités écrites au-dessus de chacune des branches rencon-
trées.
L’autre est appelée regle d’addition et s’énonce comme suit :
Lorsque [’on doit parcourir plusieurs chemins d’un méme arbre pour rencontrer tous les cas
d’un événement, la probabilité totale de celui-ci est égale & la somme des probabilités corre-
spondant a chacun des chemins.

Probleme 2. Tirages
Avertissement : justifier toutes les étapes de votre résolution sans recourir aux régles du calcul des fractions.
2.1. Une urne contient 3 boules blanches et 2 noires

a) Si on tire une boule, quelle est la probabilité de tirer 1 blanche ?

b) Si on tire deux boules successivement en replacant la premiére dans I’urne avant de tirer
la seconde, quelle est la probabilité de tirer deux blanches ?

¢) Si on tire deux boules successivement sans replacer la premiére dans 'urne avant de tirer
la seconde, quelle est la probabilité de tirer deux blanches ?

d) Qu’y a-t-il de plus probable, dans chacun des deux modes de tirage : tirer deux boules de
méme couleur ou tirer deux boules de couleurs différentes ?

2.2. Deux sacs identiques contiennent respectivermnent 6 et 8 boules, le premier 2 blanches
et 4 noires, le second 2 blanches et 6 noires. Si on tire une boule au hasard dans I’'un des deux
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sacs, quelle est la probabilité d’avoir une boule blanche ? Est-ce la méme probabilité que si
toutes les boules étaient dans le méme sac ?

Si toutes les boules sont identiques en dehors de la couleur, on peut considérer pour la
question a) que la probabilité 4 priori de tirer une boule blanche, vaut 3/5.
Pour la question b), faisons un arbre de probabilité (Figure 5a).

Avec remise Sans remise
35 _—B w8
ys 0 — s B e N
e s N P w7
e 3 B T 34 B
T - SR
25 N T 25 TN I
us TN 4 TN
Fig. Sa Fig. 5b

En appliquant les régles de multiplication sur cet arbre, on peut dire que la probabilité de tirer
deux blanches vaut 3 3

5% )

Que vaut ce produit ? Pour le calculer on peut faire une autre expérience mentale, considérer
un autre arbre qu’on peut appeler arbre des possibilités (Figure 6a).

Avec remise s Sans remise
_—% B
Bés s T s
\\
/B
g ———8 __—8
B— B . B — B
—— e
B
B?B /B
—— B — B
\ \
B B
N?g —
T B
QN T
N
B
%g ?B
NZT—/ B ——B
— T
N
Fig. 6a Fig. 6b
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Sur ce nouvel arbre, on a une premiére génération de branches qui correspondent aux cing choix
possibles pour ’extraction de la premiére boule. Pour chacune de ces possibilités du premier
tirage, il y a cing possibilit€s au second tirage. En tout, cela fait donc 5 x 5 ou 25 cas possibles,
tous équiprobables. Regardons parmi tous ces cas, ceux qui sont favorables a I’événement “tirer
deux boules blanches”. Au premier tirage, il faut retenir 3 cas sur les 5. Pour chacun de ces
trois cas il y a trois cas possibles au second tirage. Cela porte le nombre de cas favorables a 3
x 3 ou 9 cas possibles. La probabilité a priori de “tirer deux blanches” est alors de

3x3 9
5x5 25

En faisant le lien entre les expressions (1) et (2) qui expriment la méme probabilité, on
donne une (nouvelle) perception de la régle du produit de deux fractions :
3 3 3x3 9

575 B5xb5 25

Le produit de deux fractions est la fraction dont le numérateur est le produit des numérateurs
des fractions et dont le dénominateur est le produit des dénominateurs. De la méme fagon pour
le tirage sans remise, a partir des arbres des Figures 5b et 6b, on peut écrire que

3 y 2 3x2 6
574 5x4 20
Pour la question 2.2., on a représenté a la Figure 7a I’arbre des probabilités correspondant
au probleme énoncé.

_.B
v N 2
T W -8B .
12 e gy T 172 e
68 TN
Fig. 7a Fig. 7b

En appliquant cette fois les regles d’addition et de multiplication sur I’arbre, on calcule la
probabilité de tirer une boule blanche :

1><2+1><2
276 278

Ce qui se simplifie en utilisant la regle du produit qu’on vient d’énoncer :
2 2
e 3
12 16 ®)

Que vaut cette somme ? Imaginons une autre expérience, une expérience ad hoc, et son
arbre de probabilités (Figure 7b). Dans le premier sac, il y a douze boules dont 4 blanches ;
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dans le second, il y a douze boules dont 3 blanches. La probabilité de I’événement «tirer une

blanche» est dans ce cas :
1 4 1 3 4 3

PRETRICRR TR TR
Ici, il n’y a pas de probleme pour effectuer la somme puis qu’on a des 1/24. La probabilité vaut
finalement
-z s

Tl reste a se convaincre que les deux expériences sont tout a fait similaires du point de vue des
probabilités pour en conclure que les expressions (3) et (4) sont égales, ce qui donne :

2 2 7
nti T
Vous n’étes pas convaincus ? Nous non plus ! Cela veut dire qu’il n’y a pas d’idée de
commune mesure dans ce contexte des probabilités et qu’il faut connaitre la facon d’addionner
deux fractions avec le recours au plus petit commun multiple des dénominateurs pour penser &
cette deuxieme expérience sensée justifier le procédé.

Probléme 3. Croissance?

Un biologiste observe une croissance bactérienne. Il constate qu’a un moment qu’il choisit
comme origine des temps, le nombre de bactéries est d’un million et que ce nombre double
toutes les heures.

3.1. Combien y a-t-il de bactéries apres une heure ? Deux heures ? Dix heures ?

Combien y a-t-il de bactéries apres une demi-heure ? Apres un quart d’heure ? Aprés vingt
minutes ?

Justifiez votre solution.

Combien y a-t-il de bactéries apres trois quarts d’heure ?

Combien y avait-il de bactéries une heure auparavant ? Trente minutes auparavant ?

Quel est Ie nombre de bactéries apres un temps t quelconque ?

3.2. Etes-vous siir d’avoir le bon modele ? Y en a-t-il d’autres que celui (ceux) que vous
avez trouvé(s) ?

Le probleéme a ét€ posé en quatrieme année secondaire pour aborder les exposants rationnels,
les exposants entiers et leurs propriétés étant connus des éléves (ou supposés comme tel). Apres
dix minutes de réflexion personnelle et cinq minutes d’échange en groupe, on reléve les pre-
mieres solutions.

Une grande majorité des €léves propose des solutions correspondant au tableau 4. Au départ,
il y a 1 million de bactéries, apres 1 heure, il y en a 2 millions, apres 2 heures il y aen a 4
millions, et ainsi de suite. Pour 1/2 heure, ils font la moyenne arithmétique des nombres a O et 1
heure. Fidele a un modele de porportionnalité, ils proposent 1,25 million pour un quart d’heure,
1,33 million pour 20 minutes. Il faut encore vérifier la cohérence du modele. La population
double-t-elle toutes les heures quel que soit le temps de départ choisi ? On essaie pour quelques
valeurs, par exemple entre les temps 1/2 et 3/2, la population passe de 1,5 a 3. C’est bon. On
met ces valeurs en graphique (Figure 8) pour observer que la fonction est affine par morceaux.

21 s’agit d’un probléme posé en quatriéme année de 1’enseignement secondaire.
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Temps (en heures) | Nombre de bactéries (en
millions)

0 1

1/4 1.25

1/3 1,33

1/2 1,5

1 2

3/2 3

2 4

10 1024

Tab. 4
& Y .
a"/ +
- &
) A 5
- -
3 o e ,fx’
- /_4-""”. . -
& ____d_-ﬂ". o - T
" ___,_4—v-"’——‘
a.5 1 1.5 2 2.5 % 0.5 1 1.5 @ 2.5 5
Fig. 8 Fig. 9

Certains ont proposé les solutions du tableau 5. A la question, comment avez-vous procéds,
ils répondent : “on a remarqué que pour 2 heures, le nombre de bactéries est de 22, pour 10
heures, de 2'°; alors on a fait pareil pour 1/2 heure, ¢’est-a-dire 21/2 et la machine donne 1,4173
On met ces valeurs en graphique (Figure 9), on compare et on discute les deux modeles pro-
Pposés.

Temps (en heures) | Nombre de bactéries (en
millions)

Q0 1

/4 1,19

1/3 1,26

1/2 1,41

1 2

372 2.83

2 4

10 1024

Tab. 5

Pour le premier modéle, on constate que 1’augmentation pour une période donnée, 1/2 heure
par exemple, est la méme entre 0 et 1 heure, la méme entre 1 et 2 heures mais change d’heure
en heure (tableau 9).

Rappelons que ces €leves sont en quatriéme année secondaire et n’ont Jjamais entendu parler d’exposants
rationnels.
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Temps (en heures) | Nombre de bactéries (en
millions)

0 1

1/4 1,25

1/2 1,5

3/4 1 L75

1 2

5/4 2,5

3/2 3

7/4 3,5

2 4

Tab. 9

Pour le second modele, c’est moins clair... Jusqu’a ce qu’un éléve* fasse le rapprochement
entre 1,41 et /2. D’ou vient ce v/2 7 Ah, mais

V2./2=2.

On constate dés lors, qu’en 1/2 heure, le nombre de bactéries est toujours multiplié par v/2, quel
que soit le moment choisi (tableau 10). Et en un quart d’heure ?

Certains proposent m étant donné que 1/4 d’heure est la moitié de 1/2 heure. Cela
fonctionne, v/+/2 vaut A peu prés 1,19. On peut aussi dire que 1/4 d’heure, c’est le quart d’une
heure et qu’il y a quatre quart d’heures dans I’heure. Il faut trouver une nombre a qui multiplié
a lui-méme “trois fois” donne 2. C’est-a-dire que

a-a-a-a=2oua*=2

Il s’agit de
a=2.
Ce qui vaut encore et a peu pres 1,19,
Dans ce deuxieme modele, on multiplie toujours le nombre de bactéries par un méme nom-
bre quand “on ajoute un méme temps” : par 2 pour 1 heure, par v/2 pour 1/2 heure, par +/2 pour
1/4 d’heure.

Temps (en heures) | Nombre de bactéries (en
millions)

0 1

1/4 1,19

1/2 1,41

3/4 1,68

1 2

5/4 2,38

3/2 2,83

7/4 3,36

2 4

Tab. 10

“4Quelquefois avec un bon coup de pouce du prof. 1l arrive cependant que des éléves optent pour un modele
multiplicatif et obtiennent directement cette valeur.
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Si on introduit les écritures suivantes
V2 =28 Y2 =25 W2 =2% Y2 =2%sine N,

on peut constater, par exemple, que 1/4 d’heure étant la moitié d’1/2 heure ou le quart d’une
heure, ona
1
(22)

ol
N

=2

Et, tout naturellement, - , L
(25)5 =921 = 233

Voila une propriété connue des exposants naturels ((a™)™ = a™™) qui reste vraie avec ces
“nouveaux” exposants.

Deux quarts d’heure, ¢’est une demi-heure, d’ ot

Lot
NG
Il
no
[

242

Et, tout naturellement, L . ™
27 .97 =97 = 2711,
Voila une autre propriété connue des exposants naturels (¢ - a™ = ™) qui reste vraie.
Pour trois quarts d’heure, en utilisant cette deuxieéme propriété, on a

2 heures et 1/4, c’est 2 heures puis 1/4 d’heure ou neuf quarts d’heure :
22. 2% = 2% = %1,

Pour 35 minutes, on peut considérer qu’il s’agit de sept douziémes d’heure ou de 20 et 15
minutes. Dés lors ) . L
213 = 2371 = 23 . 91,

En généralisant, on peut finalement écrire qu’aprés n’importe quel temps ¢ rationnel positif, le

nombre de bactéries (en millions) est de
9t
T reste a envisager les temps négatifs, a reprendre les exposants rationnels dans leur général-
it€ et & faire le tour de leurs propriétés pour constater la conservation des propriétés vues pour
les exposants entiers. Ce faisant, on utilise le calcul fractionnaire.

Conclusion

Dans I’annonce de I’atelier, nous avons indiqué “Mieux vaut tard que jamais” A propos
d’une “occasion donnée aux €leves en fin de secondaire de (re)comprendre les opérations sur
les fractions et de progresser dans 1'idée qu’ils se font de nombre”. Au moment de conclure, on
pourrait ajouter “Mieux vaut tot que tard”.

Dans un livre consacré aux fractions®, Nicolas Rouche écrit ;

“On D'aura remarqué, nous avons peu parlé jusqu’ici du calcul sur les fractions, qui occupe
pourtant une place importante dans I’enseignement et s’avére difficile & comprendre, sinon 2

*N. ROUCHE, Pourquoi ont-ils inventé les fractions ?, Paris, Ellipses, 1998.
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apprendre. Ce n’est pas 1a I'effet du hasard. C’est que beaucoup de phénomenes relatifs aux
fractions précedent pratiquement et logiquement les questions de calcul. Nous commenterons
ci-apres Iintérét des additions et multiplications de fractions a petits numérateur et dénomina-
teur.

Par ailleurs le premier usage important des additions et produits de fractions se situe sans doute
dans le calcul des probabilités. Ces opérations sont aussi indispensables dans le calcul des
exposants rationnels.”

Au terme de notre atelier et des ateliers 1 et 2 du groupe GEM, on pourrait ajouter que

- des contextes géométriques comme les puzzles et les rectangles semblables sont riches et
nourrissent de sens et d’intuitions I’apprentissage des fractions et le calcul sur les frac-
tions?

Mais 'utilit€ du calcul s’avére relativement restreinte dans ces mémes contextes.

- des contextes comme les probabilités et les exposants fractionnaires sont riches au niveau
de I'utilisation du calcul fractionnaire mais insuffisants pour permettre une bonne com-
préhension des reégles de ce calcul.

Ce qui voudrait dire que méme si “le premier usage important des additions et produits de

fractions se situe sans doute dans le calcul des probalités” et les exposants rationnels, il faut en
commencer I’apprentissage bien avant a partir d’autres contextes.
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4. Des décimaux aux nombres!

Parmi les fractions les plus faciles a apprivoiser se trouvent les fractions décimales, com-
modément représentées en Ecriture décimale finie. Nous les appellerons aussi familierement les
décimaux finis. Tls sont incontestablement des nombres, et peut-étre méme pour beaucoup de
personnes sont-ils les seuls nombres.

Mais une simple opération comme de diviser 1 par 3 engendre une écriture infinie. Et
d’ailleurs 1'imagination ne peut s’empécher de réver 2 ces cousins a la fois proches et excen-
triques des décimaux finis que sont les décimaux infinis.

Les décimaux finis peuvent étre considérés comme des résultats de mesures, en particulier
de mesures de longueurs, et c’est pourquoi ils s’alignent sagement sur la droite des nombres.
Mais on sait qu’ils ne la remplissent pas. La droite en elle-méme est réguliere, continue, lisse,
tout point y joue le méme réle que n’importe quel autre. Et pourtant, pour la décrire avec des
nombres, avec “du discret”, il va falloir mettre des chiffres a la queue leu leu, jusqu’a I’infini,
mobiliser des monstres.

Dans ce quatriéme atelier de la série “De la fraction-tarte au nombre”, nous nous intéressons
aux problémes posés par cette correspondance entre les nombres et la droite. Nous traiterons
successivement deux questions. La premiére nous aménera a regarder de trés prés autour du
nombre 1. Dans la seconde, nous étudierons une fonction particuliérement intrigante.

1 Le mystérieux nombre 1

Nous présentons ci-dessous un dialogue entre un étudiant et son professeur. Chacun est
libre d’en imaginer d’autres, illustrant des voies de pensée différentes. Celui-ci est inspiré de
discussions réelles avec diverses personnes qui ne possédaient pas toutes les notions élémen-
taires d’analyse, telles que par exemple le concept de limite. Nous avons poussé plus loin qu’a
I’habitude certains arguments qui, de prime abord, nous avaient surpris.

Que pensez-vous des arguments intervenant dans le dialogue suivant ? Imaginez-en
Ia suite.

LE PROFESSEUR. Le nombre s’écrivant 0,999 ... , avec une infinité de 9, est égal a 1.

L’ETUDIANT. Non, ce n’est pas possible ! Ce sont deux nombres différents. Cela se voit :
ils ont des écritures différentes.

PRrOF. S’ils sont différents, donnez-moi leur différence.

ET. La différence est le nombre qui s’écrit 0,000. . . 1, avec une infinité de zéros avant le 1.

PROF. Mais s’il y a une infinité de zéros, vous n’arriverez jamais a la derniére décimale, a
savoir 1.

ET. C’est comme pour votre 0,999 . .., vous n’arriverez jamais au bout de votre infinité de
9. Donc, le demier 9 n’apparaissant pas, 0,999. .. ne sera “jamais” égal a 1.

PROF. Moui ... Autre chose : si ces deux nombres sont différents, vous devez pouvoir
trouver un nombre entre les deux, et méme une infinité de nombres . . .

!Ce texte a ét€ rédigé par THERESE GILBERT et NICOLAS ROUCHE. 1l est 2 peu de choses prés extrait de la
thése de doctorat de T. GILBERT [5].
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ET. U suffit, par exemple, de calculer la moyenne des deux. Leur somme valant 1 ,999...,1a
moyenne sera 0,999. . . 5, avec une infinité de 9 avant le 5. En effet % =0,95, —1—’3—9 =0,995,
etc.

Voici une suite possible pour ce dialogue.

PROF. Une infinit€ de 9 avant le 5, qu’est-ce que ¢a signifie ?

ET. C’est vous qui avez parlé d’une infinité de 9, en premier.

PROF. J’ai parlé d’une infinit€ de 9 et non d’une infinité€ de 9 suivie de quelque chose.

ET. Ou est la différence 7 Avec vous, ¢’est toujours la méme chose : il y a ce que vous
faites, qui est bon, que 1’on peut faire, et ce que je fais, qui est mauvais, qu’on ne peut pas faire.

PROF. Intuitivement, vous devez bien admettre que si on écrit une infinité de 9 suivie d’'un
5, le 5 va mettre du temps a apparaitre. Mieux, il n’apparaitra jamais. De toute fagon, une
infinité et encore un, ¢a ne fait jamais qu’une infinité,

ET. Connaissez-vous les ensembles dérivés de CANTOR ?

PROF. Plait-il ?

Petit intermeéde. Les ensembles dérivés et les nombres transfinis. (Exposé de I’étudiant, trés
inspiré par? BOREL [1].)
La théorie exposée ci-apres est due a Georg CANTOR, mathématicien (1845 - 1918) dont
les travaux ont eu une influence considérable sur les fondements des mathématiques.
Considérons I’ensemble

111
Ey={

1 *
5,1,%,...}:{27 [nEN }
représenté a la Figure 1 et qui, en base deux, s’écrit

{0,1; 0,01; 0,001; ...},

c’est-a-dire 1’ensemble des nombres entre 0 et 1 s’écrivant avec un seul chiffre 1 derriere la
virgule. On trouve des éléments de £ aussi prés que 1’on veut de 0. Le nombre 0 est donc un
point d’accumulation de £;. L'ensemble des points d’accumulation de E est appelé le dérivé
de EF etnoté E'.

Ici, B} = {0}.

[ 1
L . ]
Ty ] 1
& "% @ n H
60001 Q001 00! 01
Fig. 1
(] ~-0,00010,l{01 q{n (}1 1
Wi LILI ] LILER | T 1 T /
.- 000N - 0001 o0 -~ 0WOl Qi o)
—————— )
- <E, <E, =, =E,
Fig.2

2Voir aussi CANTOR [2].
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Construisons maintenant I’ensemble E, (Figure 2) en insérant dans chaque intervalle ]zln,
=1[ (n € N*) c’est-a-dire, en écriture binaire, ]0,17%; 0,17"[, une copie réduite® de £ :

1

1 .

1
by = {2_71 +
Comme la base deux se préte bien a ce type de nombres, nous n’emploierons plus que celle-1a
dans la suite. Ainsi, F; est I’ensemble des nombres de ]0, 1[ s’écrivant avec exactement deux
chiffres 1 derriere la virgule. Cet ensemble est parfaitement déterminé : on peut dire, d’un
nombre quelconque donné, s’il appartient ou non a ’ensemble.

Etona £} = E; et (E}) = {0}. Ce dernier ensemble est appelé le dérivé d’ordre 2 de E,
et noté Eéz) .

Continuons en insérant dans chaque intervalle dont les extrémités sont deux nombres con-
sécutifs de £, U Ey U {1}, une copie réduite de E; pour former I’ensemble Ej (Figare 3). Dans
ce cas, nous aurons E, = By, BS? = Fj et Ef) = {0}. Et E; est I'’ensemble des nombres de
10, 1] s’écrivant avec exactement trois chiffres 1 derriére la virgule.

Ce procédé de contruction peut &tre 1épété un nombre fini quelconque de fois. Ainsi, quel
que soit o € N”, on peut construire £, ayant des dérivés successifs non vides £, Eg), EQ, ...
E avec B = {0}. Et E, est ensemble des nombres de 10, 1[ s’écrivant avec exactement
o chiffres 1 apres la virgule.

Repartons maintenant de I’ensemble £ et insérons dans chaque intervalle

10,1%,0,1" 7' (n € NY)

une copie réduite de £, pour former I’ensemble J (Figure 4). Nous obtenons I’ensemble des
nombres de |0, 1[ s’écrivant avec n chiffres 1 aprés la virgule (n > 2), dont le premier est au
{(n — 1) rang. Cet ensemble admet des dérivés non vides d’ordre quelconque 3 € N*. Dans ce
cas, on note J() ’ensemble des points communs 2 tous les J&), 3 € N*, que I’on note

J@ = n J®.
peN®
Ici, J©) = {0}.
I S /. L oy : j
EJ

I N e A —————
- *E =, =E, ~E,

Fig3

3Nous donnons “I’ expression algébrique” de I'ensemble, car cela permet de s’assurer qu’il est bien défini.
Néanmoins cette expression n’a aucune importance pour la compréhension de I’exposé. Le lecteur que ces calculs
ennuient peut donc les ignorer.
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L oo il g ;
3
\TJ;__.v_ax -~ N —
* =k, =E, ~E,

Fig.4

Intuitivement, J®) correspond 2 ce que 1’on obtient si on dérive une infinité de fois J. Mais
ne nous arrétons pas 1a.
Repartons a nouveau de 1’ensemble F; et insérons dans chaque intervalle

(0,170,177

une copie réduite de J pour former I’ensemble J; (Figure 5). Nous obtenons 1’ensemble des
nombres de 0, 1 s’écrivant avec n chiffres 1 apres la virgule (n > 3), dont les deux premiers
sont espacés de (n — 2) rangs. Nous avons Jl(“) = [. Le dérivé de Jl(“’), noté naturellement
JEHD et {01,

Laspoag o9 g ]
J‘ \_V.J_V_I\—_Y - ~
) 3] ~y ~J

Fig.5

On pourrait itérer le processus pour construire des ensembles ayant des dérivés d’ordre
w+2,w+3,... ouméme 2w et plus. Ces “nombres” sont dits transfinis.

Mais ce qui va surtout nous servir dans notre discussion est qu’intuitivement, nous avons
construit un ensemble J; que nous pouvons dériver une infinité de fois, puis encore une fois. Et
cela ne revient pas au méme que si nous ne 1’avions dérivé qu’une infinité de fois ! La théorie
de CANTOR donne ainsi un sens a un “infini plus un” différent de Uinfini. (Fin de I’interméde)

ET. Vous voyez bien qu’en mathématiques on peut faire certaines choses une infinité de fois
et encore une fois. Moi, je mets une infinité€ de 9 derriére la virgule, puis un 5 !

PROF. Ici, c’est différent, il s’agit d’écrire un nombre, quelque chose qui représente la
mesure d’un segment. Les écritures 0,000 ... 1et0,999 ... 5 ne représentent pas des nombres,
puisqu’ils ne représentent aucune mesure.

ET. 0,999 ... ne correspond pas non plus a une mesure ; pourtant vous 1'acceptez comme
nombre.

La, on peut imaginer que le professeur parle de limite si 1’étudiant est 28 méme de compren-
dre. En effet, 0,999. .. est une maniere d’écrire la limite de la série géométrique

0,9 0,99 0,999 ...,

c’est-a-dire

9. (— i+1
; (5™
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qui vaut g% - (%) = 1. Mais il peut aussi tenter de convaincre I'étudiant en utilisant des
-1

arguments de type calculatoire :

PROF. On peut engendrer 0,333 ... en appliquant I’algorithme de division habituel a
“1 divis¢ par 3”. Donc % = 0,333..., puis en multipliant par 3 le résultat, on obtient 1 =
0,999... ; I’écriture 0,999 ... est donc le résultat d’opérations sur des entiers. Et on peut
aussi 'utiliser dans des opérations. Par exemple, on peut écrire : si

z=0,999...,
alors
10z =9.999...,
donc
9z =10z —z = 9.000... =9,
et

=1

On peut définir les opérations sur ces écritures illimitées (ayant une seule infinit€ de décimales)
pour qu’elles vérifient les propriétés habituelles, qui permettent notamment de justifier le raison-
nement ci-dessus. Pouvez-vous faire de méme avec vos écritures ? Par exemple, comment
faites-vous 0,999...5+0,000...17
ET. C’est facile, cela donne 0,999 ... 6.
PROF. Mais alors puisque
0,999... <0,999...5,

vous aurez
0,999...40,000...1<0,999...5+4+0,000...1.

Ce qui donne
1<0,999...6.

Cela vous convient-il ?

[’égalité de 0,999... et 1 est choquante. En I’écrivant, on a I'impression de négliger
quelque chose, a savoir leur différence, que 1’étudiant exprime par 0,000...1. C’est peut-
étre pareil lorsqu’on écrit % = 0,333... . En effet, la division de 1 par 3 ne finit jamais. A
chaque étape de celle-ci, il reste un 1 a diviser. Cela peut étre rapproché du probleme de la
limite de la suite

0,95 0,995 0,9995 ...,

que I’étudiant décide d’écrire 0,999...5. Toutes ces difficultés illustrent la tendance 2 ap-
pliquer un certain principe de continuité : “ce qui est vrai de tous les termes d’une suite est
vrai de sa limite”, principe dont 1’origine est attribuée a Leibniz*. Ce principe parait naturel,
mais posséde de nombreux contre-exemples, dont ceux exprimés ci-dessus ne sont pas les plus
connus.

Remarquons que, tant dans le dialogue de départ que dans sa suite, ¢’est I’étudiant qui tient
le beau rdle : il arrive a réfuter les arguments du professeur sur son propre terrain. Ainsi, si
le professeur propose d’accepter 'infinité (actuelle) des 9 dans 1'écriture 0,999. . ., I’étudiant

4Cf. LAKATOS [7]
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fabrique une différence avec une infinité (actuelle) de 0 suivie d’un 1. Si par contre le professeur
en revient a I'infini potentiel en soutenant que 1’on n’arrivera jamais au bout de la suite de 0
dans 0,000. .. 1, I’étudiant embraye et applique cet argument 2 0,999 .. ..

En outre, nous avons attribué 1’exposé sur les nombres transfinis & I’étudiant parce que
le dialogue s’y prétait bien. Il serait pourtant étonnant qu’un étudiant dont on met en doute
les connaissances sur les limites connaisse cette théorie de CANTOR. Peu importe ! Disons,
par exemple, que I’étudiant a un ami plus 4gé qui lui a parlé de cela ... De toute facon,
I'exposé est 1a pour rappeler que I’argument cité auparavant par le professeur, i savoir “on
ne peut pas faire suivre de quelque chose une infinité de chiffres”, et qui apparait aux yeux
de I’étudiant comme un argument d’autorité, n’est effectivement pas défendable jusqu’au bout
par un mathématicien. Par contre, comme le professeur le propose ensuite, on peut réfuter les
écritures du type 0,999...5, ou éventuellement les identifier 2 1, en se référant 2 ce que doit
étre ou représenter un nombre (un point sur une droite, une mesure . .. ), a ce qu’il doit pouvoir
faire (se préter au calcul avec ses propriétés habituelles).

2 Saisir le continu avec des décimaux

Considérons I'ensemble des nombres positifs ayant une écriture décimale limitée
ou illimitée, a I’exclusion de ceux “se terminant” par une suite infinie de 9. Sur cet
ensemble, définissons la fonction® suivante : a tout nombre a, faisons correspondre
le nombre f(a) en intercalant un “0” devant chacun des chiffies de a apparaissant
apres la virgule. Par exemple, nous faisons correspondre au nombre

13,141592.. .

Ie nombre
13,010401050902. ..

Etudiez la continuité, la dérivabilité et la croissance de la fonction f. Rédigez
précisément les preuves de vos affirmations.

La fonction f est strictement croissante. Cette propriété s’ établit aisément.

Pour étudier la continuité et la dérivabilité, une premiére idée serait de représenter cette
fonction par un graphe pour voir si “on peut le tracer sans lever le crayon” et “s’il n’y a pas de
point anguleux”. Hélas, toute tentative dans ce sens nous convainc que la fonction est difficile a
représenter et qu’en tout cas les notions intuitives de continuité et de dérivabilité lides au graphe
ne suffiront pas a résoudre le probleéme. II nous faut au contraire nous baser sur des concepts
précis. Nous nous baserons sur la caractérisation suivante de la continuité.

Une fonction f de R dans R est continue en un point a de son domaine si, pour toute suite
(u;) dans domf qui converge vers a, la suite (f(u;)) converge vers f(a). Elle est continue &
droite (respectivement 4 gauche) en ¢ si, pour toute suite (v;) dans domf dont tous les termes
sont supérieurs (resp. inférieurs) ou égaux & ¢ et qui converge vers a, la suite (f(u;)) converge
vers f(a).

Notons D" I’ensemble des décimaux Limités positifs.

La fonction f est continue sur R*\ID*, discontinue & gauche et continue a droite sur D*.

En effet, si une suite (u;) tend vers un nombre illimité b, les n premieres décimales de w;
“deviennent égales” aux n premi¢res décimales de b, et ce pour n’importe quel n. Et donc les

5Cette fonction a été étudiée par E. BOREL dans [1].
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2n premieres décimales de f(u;) deviennent égales aux 2n premidres décimales de f(b). Ce
qui entraine que (f(u;)) converge vers f(b).

Si b est un nombre limité, la situation est quelque peu différente. Examinons par exemple
la continuité au point 1. Si (u;) tend vers 1 par valeurs supérieures, les premiéres décimales de
u; deviennent égales a celles de 1,000. .. et, comme pour les illimités, (f(u;)) converge vers
f(1). La fonction [ est donc continue a droite en ce point, ainsi qu’en tout nombre limité. Par
contre, si (u;) tend vers 1 par valeurs inférieures, les premiéres décimales de u; deviendront
€gales a celles de 0,999. ... Le schéma suivant montre I’écart, noté ¢, entre f(1) et la limite de
la “suite-image” ( f{u;)) :

0,999... ~— 0,090909...
e =0,90909090.., = 10
1 — 1

Nous dirons que la discontinuité a gauche de 1, ¢’est-a-dire
f(]‘) - :,:li,r{l— f(w)z

10
estde 37.

De méme, comme le montre le schéma suivant, la discontinuité a gauche de 0,123 est de
10 -6
1019
1 :

0,122999... = 0,010202090909. ..
¢ > 0,00000090909 ... = 12. 10
0,123 —  0,010203

Remarquons que I’ampleur de la discontinuité a gauche en a est fonction du rang de sa
derniére décimale. Plus précisément, un nombre limité de n décimales aprés la virgule a une
discontinuté a gauche de % 1072,

En ce qui concerne la dérivabilité de la fonction f, on pourrait croire & premiere vue que la
fonction f n’est dérivable en aucun point de son domaine, I’ensemble de ses points de discon-
tinuité y étant dense.

A mieux y regarder et aprés avoir calculé quelques quotients différentiels, I’'impression
s’inverse : les accroissements de la fonction diminuent beaucoup plus vite que ceux de la vari-
able. La fonction semble étre dérivable sur tout son domaine de continuité et sa dérivée semble
y étre nulle, ce qui par ailleurs est choquant pour une fonction strictement croissante ! Le
tableau suivant donne les quotients différentiels f—(“—uzj—g@ liés a des augmentations 6; = u; — b
de valeurs £0,1, 0,01 et 107" d’un réel illimité b dont les décimales sont toutes différentes
de 9 et de 0.

di=ui—b — &= f(u;)— f(b) | quotient différentiel = 3
0,1 — 0,01 z

~0,1 — —0,01 L

0,01 — 0,0001 ﬁ

—0,01 —  —0,0001 =

10™ = 1072 107

~10™" e —107 107"
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La suite de quotients différentiels correspondant & des accroissements de 107" tend vers
0. Et pour une augmentation ou une diminution § comprise entre 10~(+1) et 107", le quotient
différentiel est inférieur &

qui tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. En ces réels s’écrivant sans 9 et sans 0 derriere la
virgule, la fonction f est donc dérivable, de dérivée nulle.

Et pour les autres ? Comme un réel illimité ne peut pas se terminer par une suite de 9 (resp.
de 0), on sait que, quel que soit le rang N que I’on se fixe, il existe un rang n plus élevé dont la
décimale correspondante est différente de 9 (resp. de 0).

Considérons alors une valeur §; positive (resp. négative) comprise entre 10™"+ et 107, oli n;
et n;,1 représentent respectivement les rangs des ¢° et (¢ + 1)° décimales différentes de 9 (resp.
de 0) d’un réel illimité b. On aura (pour les d; positifs)

10774 < §; < 107 et 1072041 < ¢ < 10720,

donc s o
gt = 070 6 0 e
10— 6 107men
Si la suite (u;) est telle que n;41 — 2n; tend vers —oo, alors le quotient différentiel ;— tend vers
0. Mais il arrive que le réel b considéré soit tel que que n; 1 — 2n; ne tende pas vers —oo. C’est
le cas, par exemple, pour le nombre

¢=0,09099909999999099...909...909...

ol le nombre de 9 successifs dans un bloc est égal au nombre de chiffres séparant cette série de
la virgule. Dans ce cas, le quotient différentiel corres-pondant a un accroissement du nombre
cde § = 107" est égal & 107" si n est égal au rang d’'un O et supérieur & 0,9 si n correspond
a un rang précédent un 0. On peut donc construire une suite (v;) correspondant 2 une suite
de quotients différentiels tendant vers 0, et une autre correspondant a une suite de quotients
différentiels tous supérieurs a 0, 9. La fonction f n’est donc pas dérivable a droite au point c.

On peut raisonner de la méme fagon pour la dérivabilité a gauche et trouver des nombres
comportant un nombre infini de blocs suffisamment grands de O successifs et pour lesquels la
fonction f n’est pas dérivable a gauche.

Par ailleurs, on peut aussi déduire que si la dérivée existe, elle est égale a 0, du fait que, pour
n’importe quel illimité, le quotient différentiel est “régulierement” égal a 107", avec des n aussi
grands que 1’on veut. Cela peut sembler étonnant vu que la fonction est strictement croissante,
mais rappelons-nous qu’elle est discontinue en tout point limité.

Comment peut-on interpréter les irrégularités de la fonction quant a la derivabilité ?
En quel sens les points de non dérivabilité sont-ils mal situés dans la myriade des
décimaux limités ?

Considérons un nombre illimité ol la fonction est dérivable. Pour fixer les idées, prenons le

nombre
d=0,123123123...
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Ftudions le comportement du quotient différentiel fi%):# lorsque z; parcourt les éléments
de la suite des décimaux tronqués par défaut

0 0,1 0,12 0,123 0,1231

Cette suite est constituée de nombres ol la fonction est discontinue et elle s’approche indéfini-
ment de d. La suite des distances de ses éléments a d est

0,123123... 0,023123... 0,003123... 0,000123... 0,000023...

Mais si ces distances sont de 1’ordre de 10~ o n2 est le nombre de décimales apres la vi1 gule des
décimaux tronqués, on sait que la discontinuité en chacun de ces points® est égale 2 a 1072,
Aux points z; de cette suite, le quotient différentiel M fait des “sauts”. Sa vanatlon n’est
pas continue. Mais on voit que la discontinuité en un pomt z,; décroit beaucoup plus vite que sa
distance au nombre d. En fait, le rapport de la discontinuité en un point a sa distance au nombre
d est de I’ordre de 10" et tend vers 0. Les “sauts” du quotient différentiel sont donc de plus en
plus petits, proportionnellement & celui-ci. On peut raisonner de méme pour la suite des valeurs
arrondies par excés de d.

Considérons maintenant la suite des valeurs arrondies par excés pour le nombre ¢ =
0,09099909999999099...909...909..., c’est-a-dire

1 0,1 0,1 0,001 0,091 0,091 0,091 0,0909991 0,0909991

0,0909991 0,0909991 0,0909991 0,0909991 0,0909991 0,0909991
0, 090999099999991  0,090999099999991 . ..

Pour alléger 1’écriture, considérons la sous-suite obtenue en éliminant les répétitions de termes.
Nous obtenons la suite

1 0,1 0,001 0,0909991 0,090999099999991 ...
La suite des distances de ces éléments a c est

0,9090009000000090... 0,0090009000000090...

0,000000 9 000000090 .. 0,0000000000000090... ...

Cette fois, si n est le nombre de décimales aplés la virgule d’une des valeurs arrondies, la
distance de celle-ci au nombre c est inférieure a -10~2", Le rapport de la discontinuité en un
élément de la suite a sa distance au nombre ¢ est donc toujours supérieur a 1 ! La variation du
quotient différentiel ——Q——f-@— lorsque z tend vers ¢ continue donc a faire des sauts importants
lorsque z passe par un element de cette suite.

Nous avons raisonné jusqu’ici sans évoquer I’allure du graphe de f. Pourtant un tel graphe
pourrait nous aider 2 comprendre les caractéristiques de cette fonction, au moins en ce qui
concerne sa continuité a droite, sa discontinuité 2 gauche aux décimaux limités et sa dérivée
nulle. Essayons de le construire en transformant légérement la fonction : elle intercalera des
0 entre chaque chiffre aprés la virgule des nombres exprimés cette fois en base deux. Cela
ne change pas beaucoup la nature de la fonction, sa continuité et sa dérivabilité, mais nous
permettra de mieux distinguer les discontinuités sur le graphe.

En termes d’ordre de grandeur, ces calculs restent corrects pour d’autres suites de limités tendant vers d.
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Fig.6
Intéressons-nous tout d’abord aux puissances de 0,1. Le schéma suivant donne leurs images.

0,1 +— 0,01=0,12
0,01 ~— 0,0001=0,012
107" - 10—2n

Reportons déja les points correspondant sur un graphe (Figure 6a) ; ils sont situés sur la parabole
d’équation y = 72,

Pour compléter le graphe, calculons les images des points 0,11, 0,101, 0,1001,
sommes de 0,1 et d’une autre puissance de 0,1.

[

0,11=0,1+0,01 ~— 0,010l = 0,01+ 0,012
0,101 = 0,1+ 0,001 — 0,010001 = 0,01 + 0,001
0,1+ 107" — 0,014 1072

Pour les placer sur le graphe, on peut translater un morceau de parabole (Figure 6b) en la faisant
démarrer au point (0,1; 0,01). Les nouveaux points y sont inclus.

Continuons pour les sommes de 0,01 ou de 0,11 et d’une autre puissance de 0,1 (d’exposant
supérieur 4 3). A nouveau, nous pouvons dessiner (Figure 7a) un morceau de parabole (qui se
fait de plus en plus court, de plus en plus “horizontal”) & partir des points (0,01; 0,0001) et
(0,11; 0,01 01).

Ainsi, a la droite de chaque nombre limité, nous faisons démarrer, a une certaine étape du
tracé, un bout de parabole dont nous remplagons encore une partie, 4 une étape ultérieure, par
un autre bout de parabole plus court encore (Figure 7b). Et ainsi de suite.

Cette construction suffit & nous convaincre qu’en tout décimal limité, la fonction est discon-
tinue a gauche, dérivable a droite et de dérivée nulle.
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Fig.7

3  Conclusions

Lors du dialogue sur le mystérieux nombre 1 nous avons cité les principales intuitions com-
plémentaires sur les réels et des diverses facettes de ceux-ci :

- les réels sont une écriture, une suite de chiffres éventuellement infinie avec une virgule ;

- les réels servent a mesurer des longueurs, ils peuvent étre représentés par des points sur
une droite ;

- les réels servent a calculer ; et il faut que les propriétés des opérations et les résultats
des calculs soient en accord avec I'idée de grandeurs (mesurées) et d’opérations sur les
grandeurs.

Chacune de ces intuitions peut servir de base a une définition des réels : H. G. GARNIR [4]
et J. LELONG-FERRAND [8] définissent’ les réels a partir des écritures, D. HILBERT [6] les a
définis comme des segments, en se basant sur sa géométrie, et la méthode axiomatique (dont la
premic¢re version est également due 2 HILBERT) présente les réels comme des objets de calcul
— ce terme recouvrant aussi le calcul des limites.

Remarquons par ailleurs que nous aurions pu écrire “le mystérieux” nombre 0, 43, ou pren-
dre n’importe quel décimal d’écriture finie. Ce sont (déja) tous les décimaux limités qui nous
causent probleme.

Ensuite I’étude de la fonction agissant sur les écritures a montré a quel point I'intuition qui
associe les réels aux points d’une droite est différente de celle représentant les réels par une
suite de chiffres. Grace & cette étude, nous nous sommes rendus compte que la “continuité”
de I’ensemble R, le fait qu’on peut le parcourir entiérement sans devoir faire de “bond”, est
percue tres différemment selon qu’on le représente par une droite ou qu’on le considére comme
I’ensemble de toutes les écritures possibles.

Sur la droite tous les points sont pareils. On les parcourt tous mentalement sans difficulté
en laissant glisser son regard. Aucun point ne demande qu’on s’y arréte plus qu’un autre.

Le parcours de I’ensemble des écritures semble plus chaotique, et le fait que celles-ci con-
stituent une fagon de faire du continu a 1’aide du discret (les chiffres) est choquant. On peut

"Voir aussi J. DHOMBRES [3].

312

imaginer un compteur formé d’une infinité de roulettes portant les chiffres de 0 2 9. Pour par-
courir 'ensemble R, le compteur doit de temps en temps — et méme trés souvent — faire des
“bonds”. Plus une roulette est située a droite, plus elle tourne vite. Mais aucune n’a un mouve-
ment continu comparable a celui de la derniére roulette d"un compteur fini. En fait, chacune de
ces roulettes n’avance d’un cran que lorsque que le compteur passe a une écriture limitée (ou
suivie d’une suite infinie de 0). Ainsi les limités ont un caractére particulier dans le parcours
continu de I’ensemble. Mais que se passe-t-il juste avant ou juste aprés ? On ne peut I'imaginer.
Mais cela nous raméne au parcours continu de la droite : que peut-on imaginer juste avant ou
juste apres un point ?

Les décimaux constituent une fagon de faire du continu avec du discret, ce qui est également
choquant.

Avec cette fonction agissant sur les écritures, on navigue dans un univers 2 structure hyper-
microscopique sur lequel on essaie d’embrayer une loupe qui dégage autour de chaque nombre
un voisinage ol on verrait clair, ol on n’aurait plus qu’un nombre fini de choses 2 considérer.
Mais ¢’est impossible. L'intuition touche une limite de sa puissance : elle ne peut décoller
complétement du “normal quotidien”.
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5. Conclusions

Sur la progression de la fraction-tarte au nombre.

Quels sont les principales étapes a franchir lors de I’acquisistion progressive du concept de
nombre, et plus particulierement de celui de fraction (de rationnel) en tant que nombre ?

Extraction du concept de fraction de plusieurs contextes. Si les premiers apprentissages sur
les fractions passent forcément par une étape ou elles apparaissent dans un contexte de partage
(de tarte, par exemple), on sait que les fractions ont de multiples facettes : opérateurs, rappoits,
mesures, proportions, ... Ces quatre exposés proposent divers contextes ou les fractions se
présentent sous des visages différents. Mais au fil des exposés, le role du contexte €volue. Cette
évolution est commentée dans la deuxiéme partie de ces conclusions.

Mesure avec des fractions. Des la premiere situation (puzzle), les fractions servent & mesurer.

1 ne s’agit pas ici de couper une unité pour obtenir par exemple des quarts, mais bien d’associer
une fraction a chacun des morceaux déja découpés. On retrouve aussi cet aspect dans le prob-
léeme de croissance de population (voir : Modeles pour calculer avec des fractions), ou les
fractions servent & mesurer une durée.

Positionnement sur une droite et écriture décimale. Une des images les plus fécondes de
I’ensemble des nombres est celle d’une droite. Le fait de positionner les fractions sur une droite
est donc important pour que 'idée de fraction-morceau évolue vers celle de fraction-nombre.
Cette représentation est utilisée dans les trois derniers exposés. Elle se combine avec la con-
version des fractions en écriture décimale, écriture utilisé€e lors de 1’activité sur les engrenages
(voir : Rapports et proportions) et travaillée dans les deux activités du dernier exposé (Des
décimaux aux nombres).

Calcul avec des fractions. Le fait de pouvoir calculer avec des fractions est un élément fon-
damental pour progresser vers le concept de nombre. De méme que les naturels précédés d’un
signe négatif, qui servent a exprimer une altitude sous la mer ou une température en dessous de
z€ro, n’ont pas grand chose a voir avec les nombres tant qu’on n’a pas introduit d’opération sur
eux, les fractions ne peuvent acquérir le statut de nombre tant qu’elles ne sont vues que comme
une “facon de parler”. Ce calcul est développé dans chacun des exposés et y prend son sens
dans divers contextes.

Volonté de compléter le systéme des nombres. Dans le troisieme exposé (Modeles pour cal-
culer avec des fractions), le probleme de croissance pousse a élargir 1’ensemble des nombres a
celui des rationnels, pour mesurer la durée, puis — mais nous n’avons pas approfondi la question
ici — a celui des réels.

La question “0,999... est-il égal & 1” (voir : Des décimaux aux nombres) propose un
essai de construction de nouveaux nombres : ceux qui correspondraient a une écriture “plus
qu’infinie”’, comme par exemple 0,000...1 ou 0,999...5. Essai qui s’aveére infructueux, du
moins si I’on veut étendre & ces nombres les régles de calcul et les propréiétés des opérations
qui 8’appliquent aux décimaux limités : par exemple, 0,999...5+0,000...1=0,999...6et
la compatibilité de 1’addition avec ’ordre.

Distanciation par rapport au modéle des naturels et transfert partiel de ce modele. Une
certaine rupture avec le modele des naturels est déja annoncée deés I’activité sur les puzzles :
}; + i #* % : avec les fractions, ¢a ne marche pas comme avec les nombres (naturels) ! Le
troisi¢éme exposé montre, lui, comment on peut transférer les régles sur les puissances a des
exposants rationnels, en concordance avec ’interprétation que 1’on a donnée de ces puissances
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dans le contexte du probleme.

Emergence d’une structure. Progresser vers le concept de nombre, c’est aussi — et ¢’est
peut-étre une des derniéres étapes — arriver a extraire des différentes interprétations des nombres
une structure commune : les opérations nécessaires a leur utilisation dans une théorie, et leur
propriétés. C’est un travail qui reste a faire aprés la mise en évidence des images mentales
évoquées dans le quatrieme exposé.

Sur I’évolution du role du contexte

Dans Pactivité sur les puzzles de fractions (voir : Savants partages), les enfants restent presque
d’un bout a I’autre de I’activité dans du concret. Celui-ci est plus qu’un support aux fractions et
aux calculs. Pour les enfants qui découvrent les fractions par cette activité, elles n’ont un sens
que dans ce contexte. Elles sont directement associ€es aux morceaux de puzzle. L'écriture }1 + i
ne représente pas encore une somme de nombres, mais bien un assemblage de morceaux. La
remarque d’un enfant a ce propos est significative : “avec des fractions, il ne faut pas calculer,
il faut regarder”. Schématisons le r6le du contexte dans cette activité de la fagon suivante :

CONTEXTE
(Questions, réponses, justifications)

Le probléme des rectangles semblables (voir : Rapports et proportions) constitue un con-
texte concret pour les fractions. Cependant la plupart des questions posées porte sur des nom-
bres, plus précisément sur des tableaux de nombres. Les éleves recherchent (par induction) une
relation entre les lignes de nombres. Les justifications de ces lois se font d’une part en util-
isant le langage algébrique, d’autre part par retour au contexte. Celui-ci fournit donc un moyen
d’interpréter les expressions algébriques et de retrouver le sens (ou un des sens) des fractions.
Voici le schéma correspondant :

CONTEXTE
(interprétation,
justification des lois)

CONTEXTE — NOMBRES —
(questions,

recherche de lois)

Les problémes d’engrenages (voir : Rapports et proportions) sont concrets. Ils se situent
dans le contexte des vélos et des horloges. Cependant, leur résolution se fait en manipulant
des nonbres (comparaisons et produits de fractions, conversion en écriture décimale). Mais
les régles qui régissent ces opérations (comparaison et produit) peuvent éventuellement étre
recomprises grice au contexte. Ceci peut se schématiser comme suit :

CONTEXTE — NOMBRES (— CONTEXTE)
(problémes) (résolution) (réponses,
possibilité de recomprendre

les regles sur les fractions)

En outre, on évoque un autre modele (représentation des fractions sur la droite) pour visualiser
la comparaison de rapports.
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Le rdle du contexte dans les situations de probabilités (voir : Modeéles pour calculer avec
des fractions) est & peu pres similaire : la situation sert de base et d’arrivée, mais la résolution
se fait au niveau des nombres. Le contexte permet-il ici de recomprendre les régles de calcul
sur les fractions ? Le professeur peut-il évoquer la situation de départ pour redonner un sens a

33_3-3,

55 5.5
Tl semble que oui : il “suffit” de faire le lien entre la réponse donnée par “I’arbre des probabil-
ités” et celle donnée par “I’arbre des possibilités”.

Et pour I’addition de fractions ? La résolution du deuxiéme probleéme de tirage montre le
sens de la recherche d’un dénominateur commun dans le contexte des probabilités. Mais peut-
on imaginer qu’un éléve de 16 ans qui n’a pas compris la régle d’addition des fractions songe a
imaginer cette expérience ? Celle-ci ne permet sans doute que de donner un sens supplémentaire
alarcgle d’addition des fractions pour ceux qui I’avaient déja acquise. Quand aux autres, mieux
vaut peut-étre leur reparler de tarte ... Ainsi, et cela nous parait curieux, dans un contexte olt
les fractions sont absolument inévitables, a savoir les probabilités, 1a o leur utilisation prend
tout son sens, il semblerait assez difficile d’introduire (de faire découvrir pour la premiére fois)
les opérations sur les fractions. Pour cela, les contextes ou leur utilisation reste plus gratuite
(comme les puzzles de fractions) semblent mieux convenir. N’empéche, il n’est jamais superflu
de proposer des situations ot les fractions peuvent acquérir un sens “supplémentaire”.

Dans le probleme de croissance (voir : Modéles pour calculer avec des fractions), le role du
contexte se schématise a peu pres de la méme fagon :

CONTEXTE — NOMBRES —  CONTEXTE
(probleme) (découverte de nouveaux (justification)
exposants, regles
et justification)

Cependant, ici les rationnels apparaissent comme une extension des naturels. De plus, la jus-
tification des regles de calcul sur les expressions avec exposants se fait d’une part de fagon
concréte, a I’aide du contexte, d’autre part de fagon abstraite, pour conserver une structure,
celle de la fonction exponentielle et de ses propriétés, déja connues sur les naturels. D’oll le
nouveau schéma :

NOMBRES — STRUCTURE

Les deux problémes proposés dans le quatriéme exposé (Des décimaux aux nombres) se
placent dans un contexte ... mathématique uniquement (et pourquoi pas ?). La premiére sit-
uation concerne des écritures. Devrions-nous dire qu’elle concerne des nombres ? Toute la
question est 1a. Les nombres sont-ils des écritures ? Les écritures sont-elles des nombres ?
L objectif de cette situation est de provoquer le retour aux sens intuitifs des nombres, aux con-
textes dans lesquels ils apparaissent, aux différentes interprétations possibles des écritures. Et
les écritures ne menent aux nombres (du moins d’un point de vue pédagogique) qu’a travers ces
interprétations. Nous avons schématisé cela de la fagon suivante :

RECHERCHE DE CONTEXTES

|

ECRITURES — NOMBRES
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Dans le dernier probleme (la fonction bizarre), on se situe & un niveau abstrait et on y reste,
mais la particularité de la fonction étudiée provoque des “paradoxes” dans la visualisation des
nombres considérés comme des écritures : méme si les diverses interprétations associées aux
nombres (mesures, points sur une droite, écritures, objets de calcul) ont des liens évidents entre
elles, elles provoquent des intuitions parfois bien différentes.

En outre, on dira un mot de la fagon dont on peut utiliser les différentes intuitions pour
définir les réels :

NOMBRES
(Questions, réponses, justifications)

INTUITIONS — STRUCTURE

Atelier 3a (probas)

CONTEXTE — NOMBRE (— CONTEXTE)
(problémes) (résolution) (réponses)

Idem que pour ’atelier 2b.

Atelier 3b (croissance)

Pour le reste, les points que nous avions déja relevés se retrouvent dans plusieurs ateliers. Il
me semble que chacun peut faire le relevé. On peut en reprendre certains dans un papier ou un
discours commun. Je les ai repris ci-dessous en les enrichissant de réflexions de Nicolas (que
j’ai un peu déformées par endroit . .. ). Les ** sont évoquées dans ce qui précédent.

Comment faire progresser de la fraction-tarte a la fraction-nombre ?

e 1’abstraction passe par I’extraction du concept de plusieurs contextes ;
e mesurer avec des fractions ; les placer sur une droite ;
e calculer avec des fractions ;

o 1’écriture décimale.

Quelques principes épistémologiques (ou méthodologiques)

e **“des phénomenes aux structures” et “de la structure aux (a la recherche des) phénomenes™ :

des intuitions enracinées dans des contextes et qui devienent les soutiens intuitifs de la
pensée abstraite (apprendre a évoquer le bon modele),

“des questions aux notions”,

o “des choses aux symboles” : trop souvent, dans 1’enseignement, on s’installe dans les
symboles trop tdt ; faire une juste part aux choses qui précedent les nombres;

les pattern;

317




e le sens étroit et le sens large : les fractions sont plus que des rationnels;

e point de vue heuristique de Lakatos : ne pas conceptualiser trop t6t. Introduire les con-

cepts au moment ol on en a besoin;

e **“Thistoire est utile”, quelle histoire ? On a besoin d’une histoire personnelle;

o *#il faut ancrer les nouvelles connaissances dans cette histoire personnelle.

Histoire des mathématiques : constructions géométriques
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Abstract

Pourquoi réinterroger I’ histoire des mathématiques a propos des constructions géométri-
ques ? Notre motivation initiale est essentiellement didactique : depuis une vingtaine
d’années, les problemes de construction ont quasi disparu du cursus de I'enseignement des
mathématiques en France, mais, paradoxalement, les logiciels de constructions géométri-
ques se multiplient et se perfectionnent. Et les nouveaux programmes incitent fortement
les enseignants & utiliser ces logiciels dans leur enseignement. Mais qu’y a-t-il de commun
entre la construction d’une figure géométrique simple et les fameux problémes de construc-
tion ol I’on supposait le probleme résolu et ol les lieux géométriques tenaient une place
importante ? La premiére proposition du premier livre des Eléments d'Euclide n’est-elle
pas la construction du triangle équilatéral ? Qu’est-ce qui peut transformer les activités
de construction bien présentes dans les programmes, mais traitées comme des recettes de
constructions particulieres, qu’est-ce qui peut donc les transformer en réels problémes ?
Rechercher et retrouver certains de ces problemes dans ’histoire de notre discipline devrait
nous permettre de mieux cerner ce type de probléme et donner sens et intérét a cette activité

- géométrique.

Par rapport & cela, notre projet est modeste. Nous proposons de nous focaliser sur de
grands problémes classiques qui ont marqué I’histoire. Pour chacun, nous avons proposé
aux participants a I’atelier un certain nombre de textes historiques : 1’objectif était de les
transformer en textes de problemes pour nos éléves de college et de lycée. Nous donnerons

donc en illustration un certain nombre de ces textes et de leurs transpositions.
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