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S’exprimer, argumenter et convaincre

MarizaKrysinska
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Constructions des objets mathématiques

En geometrie,
 construire un triangle dont les longueurs des cotes sont données
 construire le lieu de points équidistants de deux points donnés.

Deux questions traitées : I'existence d’un objet a construire et
son unicite.



C'est quoi « le modele exponentiel »?

Modele exponentiel = classe des fonctions exponentielles,

identifié

* numériquement par la propriété : toute suite arithmétique transformée en une suite
geometrique

y=C¢* C>0,a>1

* algébriquement par la formule paramétrée y = Ca* + B
» géométriquement par les idéogrammes (figures emblématiq

. O<a<l]




Trois problemes relevant d’un méme modéle fonctionnel

1. Le physicien Rutherford et ses collegues ont montré que les atomes d’un
élément radioactif sont instables et que sur une période de temps donnée
il y a une proportion fixe des atomes qui se désintegrent en formant un
nouvel élement. Le Polonium 210 a une demi-vie de 140 jours. Trouvez
une formule qui permette de calculer la masse qui reste apres t jours d’une

masse initiale de 200 mgq.

.y . Ly . N(t+A4t) _ N(At)
Condition exprimée algébriquement : NGO = N

N(t) désigne le nombre d’atomes non désintégrés au moment ¢



Trois problemes relevant d’un méme modele fonctionnel

2. Une substance radioactive se decompose a un rythme tel que, au cours
d’un intervalle de temps tres petit, la quantite decomposée est
proportionnelle a la longueur de I’intervalle et a la quantite présente au
début de l'intervalle. On conserve a Turin un linge portant les marques
d’un visage et dont on a cru longtemps qu’il avait éte appliqué sur la face du
Christ : cet objet est connu sous le nom de « suaire de Turin ». Pour savoir
Si cette relique est authentique, on en a confié la datation a cing
laboratoires. La radioactivite résiduelle du suaire a éte trouvéee égale a 92%.
Qu’en pensez-vous ? La demi-vie du carbone 14 est de 5730 ans.

Condition exprimée algébriquement : : N(t) — N(t + At) = kAt - At - N(t)
N(t+4t) .
~NO kAt - At + 1

N(t) désigne le nombre d’atomes non désintégrés au moment ¢
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Trois problemes relevant d’'un méme modeéle fonctionnel

3. Des lames de verre identiques d’une épaisseur donnée sont juxtaposees.
Chacune d’elle absorbe un pourcentage constant de la lumiere. On
suppose que toute la lumiere qui sort d’une lame est recue par la
suivante. Si les lames ont épaisseur d’un millimetre alors chacune d’elles
absorbe 4% et transmet donc 96% de la lumiere. On considere maintenant
I'ensemble des lames comme un bloc de verre homogene. Si x est un
nombre réel positif qui mesure en millimetres la distance parcourue par la
lumiere dans le bloc de verre, quelle est la quantite de lumiere non
absorbée par le verre par ce parcours ?

Condition exprimée algébriquement :
(L (x)—L(x+A4x)
L(x)
L(x+A4x)
L(x)

) X100 constant sur les intervalles de la méme longueur Ax

constant sur les intervalles de la méme longueur Ax



Construction d’une fonction exponentielle comme
fonction “sous contraintes ”

Premiere contrainte :

On suppose qu’une population de bactéries double toutes les
heures.

Comment peut-elle évoluer pendant une heure?




Construction d’une fonction exponentielle comme
fonction “sous contraintes ”

Premiere contrainte : doublement toutes les heures
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Construction d’une fonction exponentielle comme
fonction “sous contraintes ”

Premiere contrainte : doublement toutes les heures
Conclusions:

Le doublement toutes les heures, peu importe le debut de
I'heure, ne garantit pas l'unicité du modele.

Il existe plusieurs modeles fonctionnels (une infinité) qui vérifient
la contrainte du doublement toutes les heures, indépendamment
du debut de la premiere heure.



Construction d’une fonction exponentielle comme
fonction “sous contraintes ”

D ——

Deuxieme contrainte :

On suppose en plus que la
population de bacteries 4 mmam
augmente d’'une demi-heure a EEEE

'autre dans un méme rapport 2

Est-ce que les graphiques
proposes qui respectent le
doublement toutes les heures
respectent aussi cette : /
contrainte ? Pourquoi ?
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Construction d’une fonction exponentielle comme

fonction “sous contraintes ”

P(0)=1,P(1/2)=1,P(1)=2

P(1/2)/ P(0)=1 et P(1)/ P(1/2) = 2

\
16T

——

11

P0) =1,

P(1/2)/P(0) = 3/2

4/3

/

0/4

et

P(1/2)=3/2, P(1)=2

P()P(1/2) =




Argumentation des éleves

Pour verifier sila population de bactéries
augmente d’'une demi-heure a l'autre dans
un méme rapport



Observateur : Dans la premiére heure, il y a deux demi-heures. Pendant ces demi-heures les bactéries augmentent-elles dans un méme
rapport ?

Eléve 1 : Oui.

Observateur : Quel est ce rapport ?

Eléve 1:3/2.

Observateur : Donc pendant la premiére demi-heure le rapport est 3/2. Quel serait le rapport pendant la deuxieme demi-heure ?
Eléve 1 : C'est 1/2 en plus, c'est 2.

Observateur : Attention, il s'agit du rapport.
Eléve 1 : C'est constant donc c'est le méme rapport.

Observateur : Je préfére que vous le vérifiiez.

Eléve 4 : Il faut le faire sous forme d'une équation.

Observateur : Non, non, il suffit de faire des calculs. Donc, au bout d'une demi-
heure, vous avez combien de bactéries ?

Eléve 1 : S'il y en cent au début, on a « cent demi »bactéries.

Eléve 2 : 11 n'y a pas de demi-bactéries.

Eléve 4 : : Cela fait donc cent cinquante bactéries.

Eléve 2 : On prend un nombre et I’on ajoute la moitié.

Observateur : Ce n'est pas le rapport.

Eléve 2 : Le rapport est de trois demi pour la premiére demi-heure

Observateur : Et pour la deuxiéme demi-heure ?

Eléve 1 : Trois quart. .

Eléve 2 : Non, le rapport ne peut pas &tre égal a 3/4. Ce rapport est 4/3

Observateur : Donc, la croissance dans le méme rapport....

Eléve 2 :.ne correspond pas a ce graphique. Chaque fois, sur la premiére demi-heure, le rapport est de 3/2 et sur I'autre demi-heure, le
rapport est de 4/3.



Commentaire de 'argumentation des éleves

Les eléeves ont compris I'hypothese des rapports €égaux en la
mettant a 'épreuve sur des exemples qui ne la vérifiaient pas.
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Construction d’une fonction exponentielle comme
fonction “sous contraintes ”

* On suppose toujours que la population de bactéries augmente
d’une demi-heure a l'autre dans un méme rapport. Quel est ce
rapport ?

i I el I e N
t

L Pt FIO) 2P(0) 4P(0) 8P(0)
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Construction d’une fonction exponentielle comme
fonction “sous contraintes ”

* On suppose toujours que la population de bactéries augmente d’une
demi-heure a l'autre dans un méme rapport. Quel est ce rapport ?

i I el I e N
t

L P(t) #IC) 2P(0) 4P(0) 8P(0)

P() P _ _
o Zé) =a, P(;)=aP(0)

P(1) = apz(%z); a? P(0)

i

a
a =
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Pour calculer le rapport dans lequel une
population asgmenteial’ ueecdermi-heure a
I'autre



O: Trouvez le rapport qui soit le méme pour toutes les demi-heures.
Comment le calculer ?
E: Prenons la moyenne des deux :(3 /2+4/3)/2=17/12. Si on prend cent
bactéries au début, ... il est mieux de prendre cent vingt bactéries, le calcul
sera plus simple. On part de cent vingt bactéries. Aprés une demi-heure, on a
120 (17/12)=170. Aprés une deuxiéme demi-heure, on a 240,83333 bactéries (le
calcul fait a I'aide d'une calculatrice). C'est trés proche de deux cent quarante,
mais pas deux cent quarante.
E’: Donc dix-sept sur douze n'est pas précis.
O: Comment trouver ce rapport?
E": Il est proche de 17/12, mais un peu plus bas. Une bactérie en plus sur une
heure c'est peu de chose. J'obtiens le rapport de 1/240 de trop
E’: Je prends 120, aprés une heure, je dois avoir 240.

17/12 120 = 120

120(17/122 = 240,833

E’ Si je mets au carré, (17/12)?=2,0069444.
O: Pourquoi ce rapport dix-sept sur douze n'est -il pas bon?
E’ Car dix-sept sur douze au carré n'est pas égal a 2.

O: Donc quel est le bon rapport ?



Commentaire de 'argumentation des éleves

Une fausse conjecture de la valeur du rapport constant pour les demi-heures,

faite par les éléves, a constitué un environnement propice pour établir le résultat
correct.
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Construction d’une fonction de population P(t) qui
augmente d’'une demi heure a I'autre dans un méme rapport

| Tempst| 0 | 12 | 1 | 3/2 | 2 | 52 | 3 |
DO PO POVZ po)(v2)" PO)(V2) PO(V2) PO(2)  P@(V2)°

SNCENEY p(0)2°  P(0)2'/2  P(0)21 P(0)23/2  Pp(0)22 P(0)2>/2 P(0)23
exponentiel

le

Formule générale:  Pour t = 7—;, P(t) = P(0)2¢

20



Généralisation de la contrainte

On suppose que la population de bactéries augmente dans un méme rapport sur tous les
intervalles de temps égaux:

P(t+4t)  P(4t)
Pt)  P(0)
pour toutes les valeurs réelles de t et At

Comment évolue-t-elle tous les n¢ d‘heure ?
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Généralisation de la contrainte

On suppose que la population de bactéries augmente dans un méme rapport sur tous les
intervalles de temps égaux:

P(t+At) _ P(At)
P(t) ~ P(0)

Comment évolue-t-elle tous les n® d‘heure ?
P(1) =a™P(0) et P(1)=2P(0) doua™ et donca =

“--ﬂ_ﬂ-
P(0) POYV2 p¥2° - PWO)VZ =2P(0) P(0)Y2"

En notation P(0)2° p(0)2V/r  P(0)2%2/™ .. P(O)Z%zP(O)Z P(0)2k/m
exponentiell

pour toutes les valeurs réelles de t et At.

e

k K
Formule générale : P (?1) = P(0)2n
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Extension aux nombres irrationnels

Comment calculer P(t) pour des valeurs irrationnelles de t, par exemple comment
calculer 2V% ou 27 ?

Quelques propositions des éléves :

* Aucun intérét car en pratique le calcul de la population des bactéries en fonction
du temps se fait pour des fractions d’'une unité du temps;

lllusion de la transparence du symbole 2%

* On essaie de “chasser l'irrationnalité dans 1'exposant de Zﬁpar des opérations
algébriques;

« 2T est égal a 2x2x2x X2 m fois.
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Question a 'envers

A quel moment la population de bactéries triple-elle ?
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Question a 'envers

A quel moment la population de bactéries triple-elle ?

On doit calculer la valeur de t telle que P(0)2° = 3P(0) ou 2 =3
l1<t<2car2<3<4
t=1,57

g g 3
Verification : 215= (v2)~ = 1,4142x1,4142x1,4142 = 2,8284
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Question a 'envers

A quel moment la population de bactéries triple-elle ?

On doit calculer la valeur de t telle que P(0)2" = 3P(0) ou 2 =3
l1<t<2car2<3<4
1,5<t<2car2®=282<3<4
15<t<1,6
car 21> =28284 ...et 3 <216 =303...
1,58 <t < 1,59 car 21°8 = 29897 ... < 3 < 2159 = 3,0105

Premier logarithme calculé:
log,3 =~ 1,58
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Question a 'envers

t

2 =3
k
si2n=3 alors 2k=3"

Impossible car un nombre pair n'est jamais €gal a un nombre
impair.
La valeur de t tel que 2=3 est irrationnelle
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Théorie associée au parcours didactique proposé

Quatre propositions
Soit une fonction P non nulle qui vérifie la condition
P(t+At) _ P(At)
P(t) P(0)
quelle que soit la valeur réelle de t et de At, alors

* Propriété 1 : P(0) + 0 ou P est une fonction nulle.

P(1)
P(0)

» Propriété 3 : P (t) est entierement déterminée pour des valeurs de t rationnelles par les

valeurs de P(0) et de P(1).
Iﬂm-lll

o T T L O

ou P(t+ At)P(0) = P(At) P(t)

» Propriété 2 : Le rapport est positif.

 Propriété 4 : La fonction P est soit nulle ( s’annule partout), soit elle ne s’annule jamais.
28



Retour aux exemples

+ 1. Le physicien Rutherford et ses collegues ont montré que les atomes d’un élément radioactif
sont instables et que sur une période de temps donnée il y a une proportion fixe des
atomes qui se desintégrent en formant un nouvel élément. Le Polonium 210 a une demi-vie
de 140 jours. Trouvez une formule qui permette de calculer la masse qui reste apres t jours
d’une masse initiale de 200 mg

N(t) =7
. N(t+At) . ) A
Contrainte : N constant sur les intervalles de temps d’'une méme longueur At
Modéle : N(t) = 200a’
a="?

N(140) = % - 200 = 100
200a° = 100

d'ou a'*® =1 d'etdonca = 149\E ~ 0,9951
N(t) = 200(0,9951)¢
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Retour aux exemples

2. Une substance radioactive se décompose a un rythme tel que, au cours d’'un
intervalle de temps trés petit, la quantité décomposée est proportionnelle a la longueur
de lintervalle et a la quantité présente au début de I'intervalle. On conserve a Turin un
linge portant les marques d’un visage et dont on a cru longtemps qu'il avait éte_
appliqué sur la face du Christ : cet objet est connu sous le nom de « suaire de Turin ».
Pour savoir si cette relique est a_uthentlcéue, on en a confié la datation a cing
laboratoires. La radioactivité résiduelle du suaire a éte trouvée égale a 92%. Qu’en
pensez-vous ? La demi-vie du carbone 14 est de 5730 ans.

N(t)="7
Contrainte : N(t) — N(t + At) = kAt - N(t)
N(t+A4t)

= —kAt +1,
N(t)
Modele : N(t) = N(0) - a*
N(5730) = % - N(0) = N(0)a573°
1, — 5730
a = 0,9999
N(t) = N(0) - 0,9999"

30



Retour aux exemples

3. Des lames de verre identiques d’une e;paisse_qr donnée sont juxtaposée. Chacune d’elle
absorbe un pourcentage constant de la lumiére. On suppose que toute la lumiére qui
sort d’'une lame est recue par la suivante. Si les lames sont d’épaisseur d’'un millimetre
alors chacune d’elles absorbe 4% et transmet donc 96% de la lumiere.

On considere maintenant I'ensemble des lames comme un bloc de verre homogene. Si x
est un nombre reel positif qui mesure en millimetres la distance parcourue par la lumiere
dans le blgc de verre, quelle est la quantité de lumiere non absorbée par le verre par ce
parcours

Contrainte : (L—(x)‘LL(S; +4x) L(zc;rxz;x)

L(x) : la quantité de lumiére non absorbée par le verre d’épaisseur x.

) constant ou constant pour une méme épaisseur Ax

Modeéle : L(x) = L(0)a*
L(0) =1 car au début aucune quantité de lumiére n’est absorbée
L(x+1) =L(x) 0,96
a*t1l =a¥.096d oua =096
L(x) = 0,96%
31



Conclusions

Le parcours didactique présente ici propose

- un chassé-croisé d'un registre a I'autre: entre registre graphique, registre
numerique, registre algebrique.

- le traitement de l'illusion de la transparence du symbole 2* et sa

prégnance qui sont un obstacle a la genése de la fonction exponentielle.

- l'investissement des propriétés des suites arithmetiques et geométriques.

- la démarche de modélisation par fonctions exponentielles : raisons d’'étre

pour ces fonctions.

- un apprentissage progressif a la résolution de problémes tenant compte

de leur catégorisation

- choix de la situation- probleme qui apporte le savoir multiplicateur

(transfer)
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Une pédagogie de la recherche (Extrait du document
d'accompagnement du programme de mathématiques du
premier degré. Licap 1995/0279/073) :

e clle constitue un défi, suscite un étonnement, crée une
surprise,

e elle invite I'éléve a faire quelque chose (compter — faire
un dessin — calculer — couper ...),

e clle laisse a I'éleve une certaine liberté quant au choix
de sa méthode et de ses conjectures (suppositions
fondées sur des apparences) et met en ceuvre sa
créativité,

e elle estissue du terrain de I'éléve (dans le domaine de
son savoir quotidien et de ses acquis scolaires),

e elle met en ceuvre une réflexion qui dépasse
I'utilisation immédiate de résultats antérieurs,

e clle permet de rencontrer plusieurs notions différentes,

e eclle conduit I'éleve a rédiger sa démarche, son
raisonnement



