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Constructions des objets  mathématiques

En géométrie, 
• construire un triangle dont les longueurs des côtés sont données 
• construire le lieu de points équidistants de deux points donnés. 

Deux questions traitées : l’existence d’un objet à construire et 
son unicité.
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C’est quoi  « le modèle exponentiel »?

Modèle exponentiel  = classe des fonctions exponentielles,
identifié 

• numériquement par la propriété : toute suite arithmétique transformée en une suite 
géométrique 

• algébriquement par la formule  paramétrée y = Cax + B
• géométriquement par les idéogrammes (figures emblématiques)
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Trois problèmes relevant d’un même modèle fonctionnel 

1. Le physicien Rutherford et ses collègues ont montré que les atomes d’un 
élément radioactif sont instables et que sur une période de temps donnée 
il y a une proportion fixe des atomes qui se désintègrent en formant un 
nouvel élément. Le Polonium 210 a une demi-vie de 140 jours. Trouvez 
une formule qui permette de calculer la masse qui reste après t jours d’une 
masse initiale de 200 mg.

Condition exprimée algébriquement : ! "#$"
! "

= ! $"
! %

𝑁 𝑡 désigne le nombre d’atomes non désintégrés au moment t
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Trois problèmes relevant d’un même modèle fonctionnel 

2. Une substance radioactive se décompose à un rythme tel que, au cours 
d’un intervalle de temps très petit, la quantité́ décomposée est 
proportionnelle à la longueur de l’intervalle et à la quantité́ présente au 
début de l’intervalle. On conserve à Turin un linge portant les marques 
d’un visage et dont on a cru longtemps qu’il avait été appliqué sur la face du 
Christ : cet objet est connu sous le nom de « suaire de Turin ». Pour savoir 
si cette relique est authentique, on en a confié la datation à cinq 
laboratoires. La radioactivité́ résiduelle du suaire a été trouvée égale à 92%. 
Qu’en pensez-vous ? La demi-vie du carbone 14 est de 5730 ans.

Condition exprimée algébriquement : : 𝑁 𝑡 − 𝑁 𝑡 + ∆𝑡 = 𝑘𝛥𝑡 ) 𝛥𝑡 ) 𝑁 𝑡
!("#$")
!(") = −𝑘𝛥𝑡 ) 𝛥𝑡 + 1

𝑁 𝑡 désigne le nombre d’atomes non désintégrés au moment t
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Trois problèmes relevant d’un même modèle fonctionnel 

3. Des lames de verre identiques d’une épaisseur donnée sont juxtaposées. 
Chacune d’elle absorbe un pourcentage constant de la lumière. On 
suppose que toute la lumière qui sort d’une lame est reçue par la 
suivante. Si les lames ont épaisseur d’un millimètre alors chacune d’elles 
absorbe 4% et transmet donc 96% de la lumière. On considère maintenant 
l’ensemble des lames comme un bloc de verre homogène. Si x est un 
nombre réel positif qui mesure en millimètres la distance parcourue par la 
lumière dans le bloc de verre, quelle est la quantité de lumière non 
absorbée par le verre par ce parcours ?

Condition exprimée algébriquement :
( ) *( )#$)

( ) ×100 constant sur les intervalles de la même longueur 𝛥𝑥
( )#$)
( )

constant sur les intervalles de la même longueur 𝛥𝑥
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Construction d’une fonction exponentielle comme 
fonction “sous contraintes ” 

Première contrainte : 
On suppose qu’une population de bactéries double toutes les 
heures.
Comment peut-elle évoluer pendant une heure? 
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Construction d’une fonction exponentielle comme 
fonction “sous contraintes ”

Première contrainte : doublement toutes les heures
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Construction d’une fonction exponentielle comme 
fonction “sous contraintes ”

Première contrainte : doublement toutes les heures
Conclusions:
Le doublement toutes les heures, peu importe le début de 
l’heure,  ne garantit pas l’unicité du modèle.

Il existe plusieurs modèles fonctionnels (une infinité) qui vérifient 
la contrainte du doublement toutes les heures, indépendamment 
du début de la première heure.



Construction d’une fonction exponentielle comme 
fonction “sous contraintes ”

Deuxième contrainte : 
On suppose en plus que la 
population de bactéries 
augmente d’une demi-heure à 
l’autre dans un même rapport
Est-ce que les graphiques 
proposés qui respectent le 
doublement toutes les heures 
respectent  aussi cette 
contrainte ? Pourquoi ? 
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Construction d’une fonction exponentielle comme 
fonction “sous contraintes ”

P(0) = 1 , P(1/2) = 1 ,P(1) = 2
P(1/2)/ P(0) = 1  et   P(1)/ P(1/2) = 2

P(0) = 1, P(1/2) = 3/2 , P(1) = 2
P(1/2)/P(0) = 3/2 et    P(1)/P(1/2) = 
4/3
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Argumentation des élèves 

Pour vérifier  si la population de bactéries 
augmente d’une demi-heure à l’autre dans 
un même rapport
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Observateur : Dans la première heure, il y a deux demi-heures. Pendant ces demi-heures les bactéries augmentent-elles dans un même 
rapport ?
Élève 1 : Oui. 
Observateur : Quel est ce rapport ? 
Élève 1 : 𝟑/𝟐. 
Observateur : Donc pendant la première demi-heure le rapport est 𝟑/𝟐. Quel serait le rapport pendant la deuxième demi-heure ?
Élève 1 : C'est 𝟏/𝟐 en plus, c'est 2. 
Observateur : Attention, il s'agit du rapport.
Élève 1 : C'est constant donc c'est le même rapport. 
Observateur : Je préfère que vous le vérifiiez. 
Élève 4 : Il faut le faire sous forme d'une équation. 
Observateur : Non, non, il suffit de faire des calculs. Donc, au bout d'une demi-
heure, vous avez combien de bactéries ? 
Élève 1 : S'il y en cent au début, on a « cent demi »bactéries. 
Élève 2 : Il n'y a pas de demi-bactéries. 
Élève 4 :  : Cela fait donc cent cinquante bactéries. 
Élève 2 : On prend un nombre et l’on ajoute la moitié. 
Observateur : Ce n'est pas le rapport. 
Élève 2 : Le rapport est de trois demi pour la première demi-heure 
Observateur : Et pour la deuxième demi-heure ? 
Élève 1 : Trois quart. .
Élève 2 : Non, le rapport ne peut pas être égal à 3/4. Ce rapport est 𝟒/𝟑
Observateur : Donc, la croissance dans le même rapport.... 
Élève 2 :.ne correspond pas à ce graphique. Chaque fois, sur la première demi-heure, le rapport est de 𝟑/𝟐 et sur l'autre demi-heure, le 
rapport est de 𝟒/𝟑. 



Commentaire de l’argumentation des élèves

Les élèves ont compris l’hypothèse des rapports égaux en la 
mettant à l’épreuve sur des exemples qui ne la vérifiaient pas. 
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Construction d’une fonction exponentielle comme 
fonction “sous contraintes ”

• On suppose toujours que la population de bactéries augmente 
d’une demi-heure à l’autre dans un même rapport. Quel est ce 
rapport ?
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Temps 
t

0 1/2 1 3 /2 2 5/2 3 ...

P(t) 𝑷(𝟎) 𝟐𝑷 𝟎 𝟒𝑷 𝟎 𝟖𝑷 𝟎 ...



Construction d’une fonction exponentielle comme 
fonction “sous contraintes ”

• On suppose toujours que la population de bactéries augmente d’une 
demi-heure à l’autre dans un même rapport. Quel est ce rapport ?

! (
)

! "
= ! #

! (
)
= 𝛼 , 𝑃 #

$
= 𝛼 𝑃 0

𝑃 1 = 𝛼𝑃
1
2 = 𝛼$ 𝑃 0

𝛼$ = 2
𝛼 = 2
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Temps 
t

0 1/2 1 3 /2 2 5/2 3 ...

P(t) 𝑷(𝟎) 𝟐𝑷 𝟎 𝟒𝑷 𝟎 𝟖𝑷 𝟎 ...



Argumentation  des élèves
Pour calculer le rapport dans lequel une 
population augmente d’une demi-heure à 
l’autre



O: Trouvez le rapport qui soit le même pour toutes les demi-heures. 
Comment le calculer ?
E: Prenons la moyenne des deux :(3 /2+4/3)/2=17/12. Si on prend cent 
bactéries au début, ... il est mieux de prendre cent vingt bactéries, le calcul 
sera plus simple. On part de cent vingt bactéries. Après une demi-heure, on a 
120 (17/12)=170. Après une deuxième demi-heure, on a 240,83333  bactéries (le 
calcul fait à l'aide d'une calculatrice). C'est très proche de deux cent quarante, 
mais pas deux cent quarante.
E’: Donc dix-sept sur douze n'est pas précis. 
O: Comment trouver ce rapport?
E": Il est proche de 17/12, mais un peu plus bas. Une bactérie en plus sur une 
heure c'est peu de chose. J'obtiens le rapport de 1/240 de trop
E’: Je prends 120, après une heure, je dois avoir 240. 

17/12 .120 = 120
120(17/12)2 =  240,833 

E’: Si je mets au carré,  (17/12)2 =2,0069444.
O: Pourquoi ce rapport dix-sept sur douze n'est -il pas bon?
E’: Car dix-sept sur douze au carré n'est pas égal à 2.
O: Donc quel est le bon rapport ?



Commentaire de l’argumentation des élèves

Une fausse conjecture de la valeur du rapport constant pour les demi-heures,
faite par les élèves, a constitué un environnement propice pour établir le résultat
correct.
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Construction d’une fonction de population P(t) qui 
augmente d’une demi heure à l’autre dans un même rapport

Temps t 0 1/2 1 3 /2 2 5/2 3
P(t) 𝑷(𝟎) 𝑷(𝟎) 𝟐 𝑷 𝟎 𝟐

𝟐
𝑷 𝟎 𝟐

𝟑
𝑷 𝟎 𝟐

𝟒
𝑷 𝟎 𝟐

𝟓
𝑷 𝟎 𝟐

𝟔

En notation 
exponentiel

le

𝑷(𝟎)𝟐𝟎 𝑷(𝟎)𝟐𝟏/𝟐 𝑷(𝟎)𝟐𝟏 𝑷(𝟎)𝟐𝟑/𝟐 𝑷(𝟎)𝟐𝟐 𝑷(𝟎)𝟐𝟓/𝟐 𝑷(𝟎)𝟐𝟑
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Formule générale: Pour 𝑡 = &
'
, 𝑃 𝑡 = 𝑃(0)2(



Généralisation de la contrainte

On suppose que la population de bactéries augmente dans un même rapport sur tous les 
intervalles de temps égaux:

𝑃(𝑡 + 𝛥𝑡)
𝑃(𝑡) =

𝑃(𝛥𝑡)
𝑃(0)

pour toutes les valeurs réelles de 𝑡 et Δ𝑡
Comment évolue-t-elle tous les ne d‘heure ? 
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Généralisation de la contrainte

On suppose que la population de bactéries augmente dans un même rapport sur tous les 
intervalles de temps égaux:

!(#$%#)
!(#)

= !(%#)
!(')

pour toutes les valeurs réelles de 𝑡 et Δ𝑡.

Comment évolue-t-elle tous les ne d‘heure ? 
𝑃 1 = 𝛼(𝑃 0 𝑒𝑡 𝑃 1 = 2𝑃(0) d’où 𝛼( = 2 et donc 𝛼 = ! 2

Formule générale ∶ P
k
n

= P 0 2
)
*
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Temps t 0 1/n 2/n ... n /n ... k /n

P(t) 𝑷(𝟎) 𝑷(𝟎)𝒏 𝟐 𝑷 𝟎 𝒏 𝟐
𝟐 ... 𝑷 𝟎 𝒏 𝟐

𝒏
= 𝟐𝑷 𝟎 𝑷 𝟎 𝒏 𝟐

𝒌

En notation 
exponentiell
e

𝑷(𝟎)𝟐𝟎 𝑷(𝟎)𝟐𝟏/𝒏 𝑷(𝟎)𝟐𝟐/𝒏 ... 𝑷 𝟎 𝟐
𝒏
𝒏 = 𝑷 𝟎 𝟐 𝑷(𝟎)𝟐𝒌/𝒏



Extension aux nombres irrationnels

Comment calculer 𝑃 𝑡 pour des valeurs irrationnelles de 𝑡, par exemple comment 
calculer 2 0 𝑜𝑢 21 ?

Quelques propositions des élèves :
• Aucun intérêt car en pratique le calcul de la population des bactéries en fonction 

du temps se fait pour des fractions d’une unité du temps;

Illusion de la transparence du symbole 2x

• On essaie de “chasser l2irrationnalité dans l2exposant de 2 0 par des opérations
algébriques; 

• 21 est égal  à 2×2×2×⋯×2 𝜋 fois.
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Question à l’envers

A quel moment la population de bactéries triple-elle ?
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Question à l’envers

A quel moment la population de bactéries triple-elle ?

On doit calculer la valeur de t telle que 𝑃 0 2+ = 3𝑃 0 ou  𝟐𝒕 = 𝟑
1 < 𝑡 < 2 car 2 < 3 < 4

t = 1,5 ?

Verification : 21,5 = 2
2
= 1,4142×1,4142×1,4142 = 2,8284
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Question à l’envers

A quel moment la population de bactéries triple-elle ?

On doit calculer la valeur de t telle que 𝑃 0 2
"
= 3𝑃 0 ou  𝟐

𝒕
= 𝟑

1 < 𝑡 < 2 car 2 < 3 < 4
1,5 < 𝑡 < 2 car 2*,, = 2,82 < 3 < 4

1,5 < 𝑡 < 1,6
car 2*,, = 2,8284…et 3 < 2*,- = 3,03…

1,58 < 𝑡 < 1,59 car 2*,,. = 2,9897… < 3 < 2*,,/ = 3,0105

Premier logarithme calculé:
log'3 ≈ 1,58
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Question à l’envers

2
#
= 3

si 2
*
+= 3 alors 23= 34

Impossible car un nombre pair n’est jamais égal à un nombre 
impair.

La valeur de t tel que 2t=3 est irrationnelle

27



Théorie associée au parcours didactique proposé

Quatre  propositions 
Soit une fonction P non nulle qui vérifie la condition

𝑷 𝒕1𝜟𝒕
𝑷 𝒕

= 𝑷 𝜟𝒕
𝑷 𝟎

ou 𝑷(𝒕 + 𝜟𝒕)𝑷 𝟎 = 𝑷(𝜟𝒕) 𝑷 𝒕

quelle que soit la valeur réelle de t et de Dt, alors 
• Propriété 1 : 𝑃 0 ≠ 0 ou 𝑃 est une fonction nulle.

• Propriété 2 : Le rapport 3 4
3 % est positif. 

• Propriété 3 : P (t) est entièrement déterminée pour des valeurs de 𝑡 rationnelles par les 
valeurs de 𝑃 0 et de 𝑃 1 .

• Propriété 4 : La fonction 𝑃 est soit nulle ( s’annule partout), soit elle ne s’annule jamais.
28

t 0 1/n 2/n 3/n ..
.

1=n/n ..
.

k/n

P(
t)

P(0
) 𝐏(𝟎)

𝑷(𝟏)
𝑷(𝟎)

𝟏
𝒏

𝑷(𝟎)
𝑷(𝟏)
𝑷(𝟎)

𝟐
𝒏
𝑷(𝟎)

𝑷(𝟏)
𝑷(𝟎)

𝟑
𝒏 𝑷 𝟎

𝑷 𝟏
𝑷 𝟎

= 𝑷(𝟏)

..

. 𝑷(𝟎)
𝑷(𝟏)
𝑷(𝟎)

𝒌
𝒏



• 1. Le physicien Rutherford et ses collègues ont montré que les atomes d’un élément radioactif 
sont instables et que sur une période de temps donnée il y a une proportion fixe des 
atomes qui se désintègrent en formant un nouvel élément. Le Polonium 210 a une demi-vie 
de 140 jours. Trouvez une formule qui permette de calculer la masse qui reste après t jours 
d’une masse initiale de 200 mg

𝑁(𝑡) = ? 
Contrainte : 2 +34+

2 +
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 sur les intervalles de temps d’une même longueur 𝛥𝑡

Modèle : 𝑁(𝑡) = 200𝑎+

𝑎 = ?
𝑁 140 = ½ @ 200 = 100
200𝑎567 = 100

d’où 𝑎567 = ½ 𝑑8et donc 𝑎 =
"#$ 5

9
≈ 0,9951

𝑁 𝑡 = 200 0,9951 +
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Retour aux exemples



Retour aux exemples

2. Une substance radioactive se décompose à un rythme tel que, au cours d’un 
intervalle de temps très petit, la quantité́ décomposée est proportionnelle à la longueur 
de l’intervalle et à la quantité́ présente au début de l’intervalle. On conserve à Turin un 
linge portant les marques d’un visage et dont on a cru longtemps qu’il avait été 
appliqué sur la face du Christ : cet objet est connu sous le nom de « suaire de Turin ». 
Pour savoir si cette relique est authentique, on en a confié la datation à cinq 
laboratoires. La radioactivité́ résiduelle du suaire a été trouvée égale à 92%. Qu’en 
pensez-vous ? La demi-vie du carbone 14 est de 5730 ans.
𝑁(𝑡) = ?
Contrainte : 𝑁 𝑡 −𝑁 𝑡 + ∆𝑡 = 𝑘𝛥𝑡 E 𝑁 𝑡

!("#$")
!(")

= −𝑘𝛥𝑡 + 1,
Modèle : 𝑁 𝑡 = 𝑁 0 E 𝑎"

𝑁 5730 = ½ E 𝑁 0 = 𝑁 0 𝑎567%
½ = 𝑎567%
𝑎 = 0,9999
𝑁 𝑡 = 𝑁 0 E 0,9999"
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Retour aux exemples

3. Des lames de verre identiques d’une épaisseur donnée sont juxtaposée. Chacune d’elle 
absorbe un pourcentage constant de la lumière. On suppose que toute la lumière qui 
sort d’une lame est reçue par la suivante. Si les lames sont d’épaisseur d’un millimètre 
alors chacune d’elles absorbe 4% et transmet donc 96% de la lumière.
On considère maintenant l’ensemble des lames comme un bloc de verre homogène. Si x 
est un nombre réel positif qui mesure en millimètres la distance parcourue par la lumière 
dans le bloc de verre, quelle est la quantité de lumière non absorbée par le verre par ce 
parcours ?

Contrainte : : ; <: ;34;
: ;

constant ou : ;34;
: ;

constant pour une même épaisseur 𝛥𝑥
𝐿 𝑥 : la quantité de lumière non absorbée par le verre d’épaisseur x.

Modèle : 𝐿 𝑥 = L(0)𝑎;

L(0) = 1 car  au début aucune quantité de lumière n’est absorbée
𝐿 𝑥 + 1 = 𝐿 𝑥 ) 0,96
𝑎)#4 = 𝑎) ) 0,96 𝑑2𝑜ù 𝑎 = 0,96
𝐿 𝑥 = 0,96)
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Conclusions

Le parcours didactique présenté ici propose 

- un chassé-croisé d’un registre à l’autre: entre registre graphique, registre 
numérique, registre algébrique.

- le traitement de l’illusion de la transparence du symbole 2x et sa 
prégnance qui sont un obstacle à la genèse de la fonction exponentielle. 
- l’investissement des propriétés des suites arithmétiques et géométriques. 
- la démarche de modélisation par fonctions exponentielles  : raisons d’être 
pour ces fonctions.
- un apprentissage progressif à la résolution de problèmes tenant compte 
de leur catégorisation 
- choix de la situation- probleme qui apporte le savoir multiplicateur 
(transfer)
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Une pédagogie de la recherche (Extrait du document 
d'accompagnement du programme de mathématiques du 
premier degré. Licap 1995/0279/073) : 

• elle constitue un défi, suscite un étonnement, crée une 
surprise,

• elle invite l'élève à faire quelque chose (compter – faire 
un dessin – calculer – couper …),

• elle laisse à l'élève une certaine liberté quant au choix 
de sa méthode et de ses conjectures (suppositions 
fondées sur des apparences) et met en œuvre sa 
créativité,

• elle est issue du terrain de l'élève (dans le domaine de 
son savoir quotidien et de ses acquis scolaires),

• elle met en œuvre une réflexion qui dépasse 
l'utilisation immédiate de résultats antérieurs,

• elle permet de rencontrer plusieurs notions différentes,
• elle conduit l'élève à rédiger sa démarche, son 

raisonnement


